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Corrigée UPSTT

Partie I . Etude du capteur d’accélération

Objectif : Relier I'accélération de la caméra a la tension de sortie du capteur.

Q1.

a) Appliquer le théoréme de la résultante dynamique & 4 en projection sur ;(; et montrer que :

d_xgr) +2—ﬂdx(r)+ﬁx(r):—a(r) (1)
dr m, dt m,

Théoréme de résultante dynamique appliqué a 4 en projection sur )T(; .
J'isole 4.11 est soumis a:
¢ La pesanteur (portée par J"—n ).
« Laliaison glissiére de direction Z; ¢
s« Les2ressortsentre 3 et 4 (portés par g ).
e Les?2 amortisseurs entre 3 et 4 (portés par ;{, ).

Etude des ressorts :
Longueur avide:

Longueur a I'équilibre : .-'(_q

Longueur en fonctionnement : I{,q +(;|:4 (.*‘)—Jr_1 (.f)) = f{,q +x(r) pour le ressort de gauche
!m —(;c4 (1)—x, (r)) = !m —x(1) pour le ressort de droite

Force des 2 ressorts, en considérant Im > [, (le raisonnement est similaire dans le cas contraire) :

FR; =—k ((fc'qr + x(r))— t'")x; pour le ressort de gauche
Foo=+k (("«; - x(r))— f")J(T, pour le ressort de droite

F,, = —2kx(t)x, pour les 2 ressorts

Etude des amortisseurs :

1]

d — — —
Vitesse de déplacement de 4 par rapporta3: (x4 (rzf % (r)) X, = dx(r) X,
!

dt
_ — dx(1) — i _
Force des 2 amortisseurs: F.=-u X, pour I'amortisseur de gauche
— dx(t) —
F.,=-u (1) X, pour I'amortisseur de droite
— d,t(.') — )
F,,=-2u X, pour les 2 amortisseurs
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Etude de I'accélération de 4 dans R, (Oﬂ,;‘,,_\,—-‘(,,a) :

Position du solide 4 dans le référentiel galiléen R, : 0,0, = x, (r)?

—  dx,(1)—
Vitesse du solide 4 dans le référentiel galiléen R ,: V, ,, = a'( ) X,
[
o odry ~ d(x()Ex (1) -
Accélération du solide 4 dans le référentiel galiléen R : Apio = Jf 0= ( ( ) "( ))x

drr 7 dr .

Théoréme de résultante dynamique appliqué a 4 en projection sur x, :

d* (x(1)+x, (r)) d*x(1) . d’x (1) 2%
dr’

2u dx(t) ot

( ) o
—2kx(r)-2 t -
(t)- 21— soi ~

dr’ dr’ m,
d” x(r) 24 dx (r) 2k x(t)=—a(t)
dr’ m4 dt m4

b) Proposer, en justifiant votre réponse, une expression de la fréquence de variation de a(r) en

x(1)=

i

dessous de laquelle on peut considérer que :

a(r)z—%x(t) 2)

2
Avec @, = '— et 2} ——, I'équation (1) devient : Et) i g )+cqf,a, (1)=-a(?)
m4

m, dt Q" dt

-
Considérer que a(r)m —ix(r) revient a considérer que a(r) et x(r) ont la méme pulsation .
4

Posons : a(r)=Ae™ = A‘}E’m et x(r) = X't 2 =X pele =£ej“

dx(t) x(r) o

Alors, ? = joXe e @ X'}
s X _
L’équation (1) devient: — e’ X + & joX, +a X, =-A,,so0it: — = 1
1] a}} 1] }
0 ﬂ a,]: — @+ % jeo

X X
Calculons |==| : |[=2 ' l _ 1 1

Al A

\j(@f—wg)g+ﬂlwg “ {1—33]_+ Lo
Q o) Oa

Il s’agit ici d'un accélérométre, I'amortissement ne peut donc pas étre trop important.
Ainsi, on considérera O =1.

X 1
. . 1]
Ainsi, si on prend @, >> w, |=—|~ —.
1]

w;

De plus, puisque @), >> @, r:q; ~@ >0,et:

@, @ @
X ~1
Pp= arﬂg{ “J arg = 7 —arctan % =7 —arctan cq’Qg M T
Al) cq} w—_i_ﬂ’;w a};—&)’ l_wg
@
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Xp 1

jT

)= —i—f;(r).

4 @ 0

Or @), >> @ se traduit par ¢, > 10w c'est-a-dire &)-’{L &

10
Ainsi, si [ < ,,{lm 1 alorsﬂ(r) - ?((r)
\ 1, m,

Q2.

a) A partir de la loi des nceuds, donner la relation entre v, (1), v, (¢),v,(7), V., C,, C, et R.

La loi des nceuds permet d’écrire i, +i. +iy +1i g, = = () en prenant les courants convergeant vers le nceud.

v-v, Vv,-V, 0-V, V -V,

Soit: = —+4= =4 4L S_ ouencore(V V)IRC&H(V V)jRC&? V+V V
| I R R

o jCo

Ainsi, V| jRC w0+ V, jRC,c0+V_ =V, (2 + jR(C,+C,) a;) , S0it, en écriture temporelle :

dv, (f) RC,+ dv, (r) RC,+V = MR(C, +C, )+ 2v, (r) .
dr dt .

b) En déduire I’équation différentielle suivante :

0,1, )-8

0.

r Cz Vm-:.us(ax)JrE (3)
Donner I’expression de t en fonctmn dc ROCel C,.
En remplacant: V,wcos (ax)RC, - Viwcos (ax)RCQ +V = dl{;—f(f)R(C, + C,_,)+ 2v, (r)
. dv, (")
Soit: Vlmcos(ax)R(Cl —C2)+ V. = TR(C' + C,_,)+ 2v, (.')
Et: v, (r) 2 v, (1) =V,ewcos (m‘) —G - Y,
dt R(C +C ) C,+C, R(C,+GC)
dv, (1
Finalement : 4 ( ) ( )_ Vmg[}g (m‘)+i avec 1 = M
2t
Q3.
a) Donner ’expression de C,, puis de C, en fonctionde &, §, x(r) et de d . En déduire
I’expression de G -G en fonction de J:(r) et d.
C +C,
On sait que C = £ .0r e (.f) =d+x, (r) - X, (.f) =d —l—x(.’) et e, (.f) =d— x(r) , on peut en déduire que:
e
e - £S £S &S £S £sS ((a’— r(r)) (a’+x (r)))
TRTL0) e() drx(t) d-x(1) (d+x(1))-(d - x(r))
eS|(d—x(t))+d+x(t
Deméme, C,+C, = (({ ( )) (t ( )))
(d+x(t)) (d-x(r))
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—C, _ (d—x(.‘))—(d+x(r)) soit C,-C, :_x(r)
c+C, d

Ona done: C,+C, (d—x(1))+(d+x(r))
b) En déduire, en utilisant également les équations (2) et (4), ’expression de a (r) en fonction

de v,(#) et des données.

En reprenant I'équation (4) et le résultat précédent, on peut écrire : v (.') = V?_ i—’)v, sin (ax) .

it 20 sin(ar) - S, 0 e 500 = = 200
e (NORSY

Comme a(r)m —;ka(r), alors a(r) = YV sin (wr)
4 4

Partie T IT. Représentation mathématique de
1’orientation de la caméra
Q4. Justifier, sans calcul, que R, matrice de passage de la base B, a la base B, , appartient & SO, (R).

S0, (R) est I'ensemble des matrices orthogonales de déterminant 1
B, et B, sont deux bases orthonormées donc R est orthogonale. Les 2 bases sont directes donc le

déterminant de R est positif.

R _estorthogonale de déterminant 1, donc elle appartient a SO, (R).

I TI.1l - ILies angles de Cardan

Bl Y22
0 22 -\2/2

_Ba Y22

a) Justifier que A est la matrice d’une rotation de R3,
B2 Y22 L2 0 )2
A=| 0 - 22 —-2/2|donc A" =| 12 2/2 12
B2 Y2 )2 /2 2/ 12
JE/Q 1/2 1/2 .JE/Q 0 _\6/2
Calaulons AA" =| 0 2/2 -2/2|| 12 22 12
~22 2 )2 12 22 12
2414414 o+2/a-2/a —V2+1/4+1/4 1 00
AAT = 0+2/4-2/4  0+12+1/2  0+2/4a-2/4|=|0 1 0O
—12+1/4+14  gp2/a-2)a  12+1/4+1/4 00 1

Q5. Exemple: on considére la matrice A=

Page 4
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En développant par rapport a la 1ére colonne :
det A=2/2(2/4+2/4)-0+(-2/2)(—V2/4-2/4) = 12+ 0+1/2=1

AAT = I, et det A=1 donc A eSO, (R). A est donc une matrice de rotation de R3,

b) Montrer I’existence et I’'unicité des angles de Cardan pour cette matrice A et les déterminer.
Par identification et sachant que: @< |[-7/2,7/2], @c|-7m. 7] et ywe ]—!r.;r]

—sin(8) = —V2/2<sin(8)=+2/2= 0 =7/4 ou =37/4

Or sin(@)cos(6)=0 et cos(8)#0 (car §=7/4 ou §=37/4) donc sin(¢)=0 donc =0

Et cos(@)cos(8)=2/2 et cos(@)=1 (car =0), donc cos(0)=~/2/2 et =7/4 ou 8=-z/4.

Or onad'un coté = 7/4 ou 8=37/4 etdel'autre 6=7/4 ou & =-7/4 donc 8= 7/4.

cos(8)sin (w)=1/2 donc sin(y)=/2/2 et cos(8)cos () =1/2 donc cos (w) =~/2/2. Ainsi w=7/4.
‘A est donc une matrice de rotation d’angles de Cardan =0, 8 =7/4 et y=7/4.

(On peut vérifier, qu'avec ces valeurs, on retrouve les autres coefficients de la matrice A )

0 1 0
Q6. Illustration du blocage de Cardan : on considére la matrice B=| 0 0 -1
= N

a) Justifier que B est la matrice d’une rotation de 3.

0O 1 0 0 0 -1
B=|{0 0 -l|doncB " =|1 0 0
-1 0 0 0 -1 0

0O 1 0Y(0 0O -1 0+1+0 0+0+0 04040 1 00
Calculons BB = 0 0 -1[|1 0 0 |=]0+0+0 0+0+1 0+0+0|={0 1 0|=1

-1 0 0)(0 -1 0 0+0+0 0+0+0 14+0+0 0 0 1
Donc B estorthogonale.

De plus, en développant par rapport a la 1¥¢ colonne : det B =0—ﬂ+(—l)(—l+0)= l.

Ainsi, B € O,(R) et det B=1 donc B € SO, (R). B est donc une matrice de rotation de I3,

Remarque : Pour montrer que B est orthogonale, on peut aussi dire que les colonnes sont orthogonales 2 a 2 et de
norme 1.
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b) Montrer que Justifier que la détermination des angles de Cardan pour la matrice B équivaut a
trouver @e[-7/2.7/2], B |-m. 7] et we ]—}r,}r], tels que 8=7/2, sin(@—yw)=-1 et
cos(@—y)=0.

Par identification et sachant que: @e[-7/2,7/2], @€ |-n. 7] etye ]—;r_;r]
—sin(f)=-1<>sin(6)=1<=6=7/2.
0 cos (@)sin (J,U) —sin (@)cos (i,b') cos (rp)cm (i;e:f) +sin (@)sin (i,b')

Lamatrice R devient: R=| 0 sin(g)sin(y)+cos(¢)cos () sin(¢)cos()—cos(@)sin () |,
-1 0 0

e N P
soit R = | cos(fc;—w) sm(q{o}—:,u) et par identification cos (@) =0

Onadonc: 8=7/2, sin(@—w)=—1 et cos (*‘P—W): 0.

c) Sachant que ces angles sont utilisés pour redresser la caméra par trois rotations successives, en
quoi cela pose-t-il probléme ?

cos(p-yw)=0=@p-w=+7/2 ou p—yw=—-7x/2

sin(p-y)=-l<p-y=-r/2=yw=@+x/2

B est donc une matrice de rotation d'angles de Cardan non uniques @<|-7/2,7/2], =0 et = @+x/2.
(Onvérifie we[0,7]c }r,7])

Les angles sont utilisés pour faire pivoter la caméra en vue de la maintenir dans une position donnée. §'il existe
plusieurs angles de Cardan, il existe également plusieurs rotations possibles, donc plusieurs mouvements
possibles pour une méme position de départ et d’arrivée.

Or le maintien de la caméra oblige a avoir un mouvement unique.

I TI.2 - Les quaternions

Q7. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de £ .
M (ﬂ.ﬂ.ﬂ.ﬂ) est'élément neutre de £ et M (0,0,0,0)e H .
Soient A€W, (a,b,e,d)ER4et (a',b',c',d")eR4 Calculons M (a,b,c,d )+ AM (a',b',c",.d").

a —-b —-c¢ —-d a' —-b' —-¢' -d'

b a -d ¢ b' a' -d' ¢

M (a,b,c.d)+ AM (a',b',c'\d")= 4 ; +A 4 C |
c a —b c a'" —b
d —-c b a d' —c' b a'

a+Aa' —(b-+/'|',b-') —(r:'+,1::*') —(.:f+,l:f')

b+ Ab’ Aa' —(d+Ad’)  c+Ac
M(ab.c.d)+iM(a'b'c'd)=| . 4T (d+Ad’) e+ de

c+Ac' d+Ad' a+Aa' —(b+)ib')
d+Ad' —(z;'+j',r:") b+ Ab' a+ Aa'
URST. Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 6
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M(a,b,c',d)—kw(a',b',c",d'):M(a+£a',b+ﬂb',c‘+£c",d +Ad").
Et M (a+ Aa'\b+Ab',c+Ac',d+ Ad")e H donc M (a.b.t‘.a’)—l—}iM (a'.b'.t".d')EH )

H contientI'élément neutrede £ et H est stable par combinaison linéaire.
H _est donc un sous espace vectoriel de £,

Q8. Montrer que la famille (1,,E,, E,, E;) est libre. En déduire une base et la dimension de H .

Soient (4, 4,, 4, 4, ) ER4 Calculons M = A1, + LE + LE, + LE,

1 000 0 -10 0 0 0 -1 0 00 0 -1
0100 1 0 0 0 0 0 0 1 00 -1 0
M =4 + 4, + A, + 4,

0010 0 0 0 -1 1 0 0 0 01 0 0

00 01 0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 0
’?1_’12_’1:_24
A A -4 A
A A A -4
A <A A A

00 00
00 00
Ainsi, M = 00 0 0 < A =4, =4=4=0.lafamile (/,,E,E,, E,) est une famille libre,
00 00
De plus: soit M (a.b,c,d)€ H ,alors M (a,b,¢.d)=al, +bE +cE, +dE;.
La famille (! LELE,, ER) est donc une famille génératrice de /7.
(1,.E,,E,,E;) _est libre et génératrice de H , donc (I,,E,,E,,E;) _est une base de H _qui est donc de

dimension 4.

Q9. Produit de quaternions

a) Calculer les produits suivants : E I,, E, EE, et EE,.

El, =E
0O -1 0 0YyYy0O -1 0 0O 0-1+0+0 0+0+0+0 04+0+0+0 0+0+0+0
£ = 10 0 0|1 0 0 0 _ 0+0+0+0 —-1+0+0+0 O0+0+0+0 O0+0+0+4+0
' 0 0 0 -1]0 0 0 -1 0+0+0+0 04+0+0+0 04+0+0-1 O0+0+0+4+0
O o0 1 0JJOo 0 1 0 0+0+0+0 04+0+0+0 0+0+0+0 O0+0-1+0
-1 0 0 0
El = 0 -ro ﬂ},doncﬁf—h.
0 0 -1 0  ——
0 0 0 -1
URST. Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 7
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0O -1 0 0YyO0o O -1 0 00 0 -1
R 1 0 0 0|0 0 0 1 0 0 -1
Deméme: E E, = = ,donc EE, =E,.
S0 0 0 =11 0 0 0 01 0 = '
0O 0 1 00 -1 0 0 1 0 0 0
0O -1 0 00 0 0 -1 0O 01 0
1 0 0 0}]jO O -1 0 0O 00 -
Et: EE, = = ,donc E E,=-FL, .
' 0O 0 0 -1}(01 0 0 -1 0 0 _—
0O 0 1 0J)irt 0 0 0 0O 10 0

b) Justifier rapidement que, pour tous quaternions Q, et Q, (c’est-a-dire des €léments de H ), 0,0,
est aussi un quaternion.
Soient O, € H et Q, € H .Alorsil existe (4, 4,,4,,4,)eR4 et (0,,0,.0,,0,) R4 tels que:
Q=Al,+AE+AE. + AE et Q,=61,+6,E +6,E,+0,E,.
00, = (’3114 +A4LE +AE, +A4Ea) (0]‘[4 +to,L +0o,k, + ok, ) :
3 3 i3
0,0, = 40|11, +§ Ao 1LE, +:Z—|: o4, EL +I‘ZI:JZ_:‘£;'+|GJ‘+|E;'EJ :

Or, d’aprés la question précédente, le produit de deux vecteurs de la famille (! 4 E,.EE.ER) appartient a

Vect (14. E.E E, ) ,donc Q 0, € Vect (14, E.E, . E ) . Dong, O,0, est aussi un quaternion.

Q10. Soit () un quaternion (cest-a-dire un élément de /) que lon écrit sous la forme :

Q=al, +bE, +cE, + dE, avec a, b, ¢ et d desréels. On définit N (Q)= N +b* +c*+d* .
a) Montrer que la transposée Q' de Q appartienta H et donner ses coordonnées dans la base
(I,.E,.E,,E,) de H.
I =1, E =-E, El =-E,, E/ =-E,.
Q= al, + bE, + cE, + dE,, donc Q" =(al, +bE, +cE, +dE,) = al +bE" +cE! +dE! = al, - bE, - cE, - dE,.
Donc Q' eVect (1,,E,, E,, E,),donc.Q" € H et ses coordonnées danslabase (/,,E,, E,, E, ) sont (a,—b,—c,—d ).

b) Démontrer que QQ' = N(Q)2 I,.
QQ" =(al,+bE, +cE, +dE,)(al ,—bE, - cE, —dE,)
QQ" =d’l, —abE,— acE, — adE,+baE, — b*E,E, — bcE,E, — bdE,E, +
caE, —cbE,E, — ¢’ E,E, — cdE, E, + daE, — dbE,E, —dcE,E, —d"E,E,
D’aprés le tableau des produits des vecteurs constituant la base de H :
QQ' =a’l, - abE, - acE, - adE, + baE, +b’l, - bcE, + bdE, +caE, + cbE, +c’l, - cdE, + daE, - dbE, + dcE, +d’1,
Q0" =a’l,+b’l,+c’1,+d’I, = (ﬂ2 +b*+c” +d3)14

Ainsi, 00" = N(0)' 1.
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c) Montrer qu’il existe un entier p (a préciser) tel que ‘det (Q)‘ =N(Q)".
det (Q)=det(Q") et det(AB)=det (A)det (B) donc det(QQ")=det(Q)".
or det (00" ) = det (N (0)° 1.)= (N (0)°) det (1,)= N ()’

Donc |det (Q)|= /det(QQ" )= N(Q)' etavec p=4,onabien |det(Q)| =N(0)".

d) Toutes les matrices de H sont-elles inversibles?
det(Q)=0=N(Q)=0=a=b=c=d=0=0=0
Toutes les matrices de /' ne sont pas inversibles.
Mais toutes les matriceﬁe H saufla matrice nulle sont inversibles.

Q11. On considére un quaternion () que ’on suppose unitaire, c’est a dire qu’il vérifie N(Q):l . On
défmit I’application u, par u, (M): OMQ" pour tout M dans H.
a) Justifier que u, définit un endomorphisme de H .

On pourra utiliser Q9 et Q10.
Si M e H , alors, d'apréslaQ9) b), OM € H, et QMQ" € H donc u, (M)e H .

Soient A€ER, McHet NeH.
uy (M +AN)=Q(M+AN)Q" =(OM +QAN)Q" = OMQ" + AONQ" =u, (M )+ Au, (N).

Donc u, estun endomorphisme de H',

b) Montrer que /, et () sont des vecteurs propres de u,, associés & une méme valeur propre que

’on précisera.
) ("4) =QLQ" =00" = N(QJE I,=1,.
1, est donc un vecteur propre U, associé a lavaleur 1.

1, (Q)=0(0)Q" =0(00")=0N(Q) 1, =N(Q) 0, =N(Q) 0=10.
Q _est donc un vecteur propre i, également associé a la valeur 1.

c) Dans cette question, on suppose que Q n’est pas de laforme k/, avec k €R.
Déduire de la question précédente un vecteur propre Q' de u, appartenant a VE('I(EI,EE,E_J ,
sous-espace vectoriel de E engendré par (E,E,, E;).
(On pourra écrire Q sous laforme Q= al, + bE, +cE, + dE, avec a, b, ¢ et d des réels).
Soient (a. b,c,d ) ERitelsque Q= al, + bE, + c&, + dE,.
On définit Q'= Q—al, = bE, +cE, + dE,. Q'EVEL".*(E,.EE.ER). Q'=0car Q= ki, avec keR.
u, (0)=u,(Q-al,)=u,(Q)-au,(1,)=0-al, =1Q" car u, estlinéaire (Q11)a)).

Q'_est donc un vecteur propre U, . (également associé a la valeur 1)
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Q12. Etude dun exemple :
On définit Q = %(L + E, + E, - E,) et on note toujours i, |’endomorphisme associé a Q : pour tout M
dans H.ona u,(M)=0MQ".
On note A, la matrice de uodans la base (L1, E1, E2, E3) de H.
a) Vérifier que N(Q) = 1. En deduire, a I’aide de Q11, la premiere colonne de la matrice A, .

I DY (papapar)e 1
Q=E{I4+E,+EE—E3) donc N(Q):J[Ej (1 +I5+1"+1 ): E.4:1.

1
. L. : 0
D'aprés la question précédente, u, (! 4) = I,.Doncla 1** colonne de la matrice A, es ol
0
= 0 0 0
*0 * 0
b) Déterminer les termes manquants, notés *, de la matrice A, = 0+ i
® 1 %

Pour la 3t colonne, calculons, u, ( E,) soit QE,Q" .

0= IE(L +E, + E, - E,), donc, en utilisant les résultats de la question 10) a), Q' = %(L ~E-E,+E,).

u, (EE):[%(IdhE'I +E2—E3)]E2 [%(I4—EI—EE+E3)]

u, (EE)=%(I4EE +EE,+E,E,~EE,)(I,- E,~E, + E,)

g (E2) =3Bt By = Lo+ B ) (1L~ B = E. + )

uQ(E,_,)=£(E_, (I,~E-E,+E)+E(I,-E-E,+E)-1,(I,-E ~E,+E)+E(I,-E -E,+E,))

u, (EE) = i(EEL -EE-EE+EE+EI-EE-EE+EE -1, +E+E -E +EI, -EE -EE, + E,Eg)
D'aprés le tableau des produits des vecteurs constituants la base de H :

uQ(EE)=£(E3+E3+I4+E|+E3—E2+EI—I4—I4+EI+E,_,—Eg+ E +1,-E,-E,)

. 1.
i, (EE)ZZ(E|+E|+ EI+EI)= E,

0 0 0

1

001 0
Ainsi: A= o o o
0

-1 0 0
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¢) En déduire que le sous-espace vectoriel F =Vect (E,,E_,,E_J de H eststable par u, et donner,

sans aucun calcul, lamatrice de I’endomorphisme finduit par #, sur F .
F=vect(E.E,.E,).

u, (E)=-E,,donc u,(E)e F.
i, (E,)=E,, donc u, (E,)e F.
u, (Ey)=—E,, donc u, (E,)e F .

Ainsi, u, étantlinéaire (Q11) a)), u, (F)cC F.

Donc le sous espace vectoriel ¥ _est stable par l'application u;, .

0 1 0
La matrice de l'endomorphisme £ _induit par u, sur F notée mat(f)_est: mat(f)=0 0 -1|.
o — - -1 0 0
d) Al’aide des Q12¢ et Q11, trouver un vecteur directeur de I’axe de la rotation de matrice B vue
en Q6.

On rappelle que :
0O 1 0

B=| 0 0 -1, cequicorresponda mat(f).
-1 0 0

1
. QZEU:."'EH‘E:_E%)

+ commedanslaQil)c), Q'= Q—%};.
.1 1 1 ,
Alors Q'=—E +—E,——E,,donc Q' F.
2 2 7 2
f estlendomorphisme induit par u, sur F donc, d'aprés Q11)c), f(Q")=u,(Q")=0Q".
On note V' le triplet de coordonnées de Q' dans labase (E,, E,, E,).
B estla matrice de f danslabase (E.E,.E,), donc BV =V .

0 1 012 0+1/2+0 1/2
(On peut vérifier parle calcul : BV=| 0 0 —1| /2 |=| 0+0+1/2 |=] /2 |=V)

-1 0 0 )i-1/2 -1/240+0) |-1/2
V' estinchangé par la rotation décrite par la matrice B.

0 1 0
D1 . . .
V[;,;.— 5 est donc un vecteur directeur de I'axe de la rotation de matrice 5=| 0 0 -1]|.
R —— -1 0 0
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Partie I I I. Optimisation du matériau du bras 1

Q13.

a) Déterminer I’expression du moment fléchissant M, (x) en fonctionde F ., L etde x.

Déterminons le torseur de Cohésion : {7, ...} = -F 0

Ainsi, 'expression du moment fléchissant est: M, (x)=-F{L-x],

b) On note v(x) la déformée de la poutre. Rappeler la relation entre la dérivée seconde de v(x), E

et 1. Donner les deux conditions aux limites qu’inposent la liaison encastrement.

a'gv[‘x'] M, (x)
d’  EI
La liaison encastrement implique un déplacement nul et une orientation horizontale de la poutre a I'origine,

dv(0)

dx

=0

donc: v(0)=0 et

¢) Donner I’expression de la déformée v(x) en fonction de F, L, E et I et x. En déduire

I’expression de v(x=L).

d’v(x) M;(x] _FlL-x)

dx’® El El
,\'2
F| Lx——
e () [ 2 ]
En intégrant : =— + ey -
dx El
dv(0) : | )
o =—0+cre, donc cte; =() d'apres les conditions aux limites établies dans la question précédente.
dx
‘;2 ‘._3
F [L d j d J
, 2 6
En intégrant une nouvelle fois: v(x)=-————=+cte,.

h E Ej‘

v(0) = -0+ cre, donc cfe, = 0 d’apres les conditions aux limites établies dans la question précédente.

7 N\ VF?(3L-x) 3
Ainsi: 1-'[‘_r']=—%jr'] et v(,;;:L):_E_

Q14. Donner I’expression de laraideur K en fonctionde E, I etde L.

F
K = +———— donc K = etK=£
v(L=x) FI L
3E]
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Q15.

a) Donner I’expression du moment quadratique / en fonction b, h etde e.

3
; ; . o bh® (b—2e)(h-2e)
La poutre est a section carrée creuse. Ainsi: /= —] —— - ']"_’ —,

b) Ona ¢ <<b et ¢ <<h. En ne gardant que les termes prépondérants, montrer que / peut s’écrire :

3b+h\ kR
;H(H% 6)

L'épaisseur est petite devant la hauteur s etlalargeur » : e<<h et e<<b.

bh' —(b—2e)(h’ —6h’e +12he” —8e' | bh' —(bh' — Gbh’e+12bhe’ —8be’ — 2eh’ +12h°¢" —24he’ + 16¢*
- 12 - 12

/- i (3b+h)e—6h(b+h)e’ +4(b+3h)e’ -8  h*(3b+h)e
6 6

(3b+h)he
P

+ofe) Donc [

Q16. En utilisant les équations (6) et (7), donner des expressions des fonctions f et g et duréel o telles
que la masse m s’écrive,

"= acxf[:p.,E}x g[:b,h.,L.,K) (8)
N o (3b+h)h’e 3EI . 4 : i
En utilisant les équations ImT et K=-——, éliminons l'épaisseur ¢ de l'expression de
L
ms2pe(b+h)L (7):
KL KL
61 K13 4 4 o KL (b+h)
em——— @t [ = donc emw —=— et mm2p———=——(b+h)Lmsdxtx—m—F"
(3b+h)h* 3E (3b+ )i (3b+h)n* " E  (3b+h)h’
) KL (b+h) , ,
En considérant m=4x—x—————_ m estdelaforme m=ax f(p.E)x g(b.h.L. K ) avec:
E (3b+h)hm — - S '
KL (b+h)

=4, flp,E)=—,et ribh L K =— 7
a’——fkp | E i | (3b+h)h"

Q17. Expliquer et démontrer pourquoi il faut tracer une droite de pente 1 et choisir la plus grande ordonnée
a 1’origine pour avoir le meilleur indice de performance. Choisir un matériau.

b, h, L et K étant choisis, et ne dépendant pas du matériau, seuls o et £ dépendent du matériau et sont a

déterminer.

De plus, la masse m du bras est inversement proportionnelle a I'indice de performance 7, = —. Minimiser la

fal
masse revient a maximiser /.

En passant aux log, log(fp) = log[g] =log(E)-log(p) et log(E)= lng(IJ,) +log(o) -
P
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Sur le diagramme d’Ashby proposé, dont les axes sont en échelle logarithmique, on doit tracer la droite
log(E)=alog(eo)+b avec a=1 et b=log (Ip) qui doit &tre le plus grand possible pour que la masse soit la
plus petite possible.

La pente 1 est tracée en parcourant une décade en abscisse et en ordonnée (droite 0).

L'énoncé affirme :

« [l est composé de matériaux durables : 30 % de fibres de verre et 70 % de nylon. » dans sa présentation générale
(page 2) et :

« De plus, la masse du Slick ne doit pas étre trop importante pour faciliter son utilisation.

C'est pourquoi, nous allons déterminer le matériau qui permet d'obtenir le meilleur compromis. D'autres critéres
interviennent dans le choix du matériau :

s [alimite élastique doit étre supérieure a 140 MPa afin d'éviter toute déformation plastique lors de
"petites” chutes;

s [ematériau doit résister a l'eau (douce et salée) et aux UV. »

dans la présentation de la partie IlI (page 10).
On comprend que l'indice / le plus grand qui aboutit a proposer le carbure de bore est inadapté (droite 1).

On prendra donc la solution des polyméres (droite 2)

Carbure Jde bure|\
droite 1

|maﬂnésinm| == )

| Crarbrre e Lungsléne

Clarbwre de =i liciom

1000

100 | - I —— /
- -__‘ | y : P
! - 3 _______———____ fl
l“|J'nl:5¥='~wr|.l ; e M droite2 ____— s — !
= b : ___———__________ Allinge de plomb Alliage de tungstone !
?:' ; T e | Ml b H A EEtene
' — A JTTTE
= 1 M - e
2 iR g
- I P
= \\\_
E 0.1 * Pulypropyline
=

% Elaslomére de silicone

droite 0

0,011

alyehlnroprime

0,001 L]

1000 2000 ' son0 1oom 20000

Wlasse volumicne (lg/m®)

Figure 11 - Diagramme (log-log) du module de Young en fonction de la masse volumique

(Pour aller plus loin, I'alliage de 30% de fibre de verre et de 70% de nylon est le PA6.6-30GF de masse
volumique 1290 kg/ms3, et de module de Young de 5,5 GPa. Le point est placé sur le diagramme d'Ashby.)
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