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Modélisation CCINP TSI 2020
Eléments de correction
Partie | — Présentation

1.2 Analyse de I'accélération humaine
Q1. Déterminer 'amplitude maximale des raies d’accélération et la fréquence associée.
Aprés lecture directe sur la figure 4, on reléve les valeurs suivantes :

Partie du corps Bras Poitrine Hanche
Amplitude maxi des 7.88 5g 68g
raies d’accélération

Fréquence associée 3 Hz 3 Hz 3Hz

Les fréquences associées sont identiques.

Q2. Lavitesse de course est v=6,4 km/h, en déduire |alongueur de foulée et préciser si cette valeur est
cohérente.
On atrouvé que la fréquence des accélérations est de 3 Hz, cela signifie que le coureur effectue trois « pas »
chaque seconde et donc 3 x 3600 pas pour parcourir & 400m chaque heure.
Par conséquent, la longueur d’un « pas » ou encore de |a foulée est donnée par

6400/ 3x3600 =h,59 m = longueur d’un pas|

C’est une valeur physiologiquement cohérente.

Q3. Déterminer 'amplitude angulaire des bras 3 10° prés et justifier le choix d’exploiter les mouvements de
balancier des membres de |a personne.

On mesure sur les kinogrammes
I'écart angulaire entre deux
positions extrémes du bras.

Sur la partie haute des
kinogrammes cet angle est voisin
de 80° (angle maxi entre les deux
bras) tandis qu’il est plutét de 90°
sur la partie basse.

Il est préférable d’exploiter les mouvements de balancier sur les membres car ce sont les parties du corps qui
offrent les plus grandes amplitudes angulaires, qui seront donc les plus faciles 3 détecter et Amesurer.

Partie Il — Principe de la conversion d’énergie
II.1 Principe du couplage électromécanique

Q4. Expliquer I'origine d’un courantinduit | dans le circuit et prévoir son sens en donnant son signe d'aprés la
loi de Lenz.
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La situation magnétique de I'ensemble, lorsque I'axe magnétigue de |a bille est confondu avec celui de |a spire

peut étre représentée de la fagcon suivante :
R —

e, €o

\ N " e - / / '

Le flux @ embrassé par |la spire et créé par la bille magnétique dépend de deux choses:
- Deladistance z entre le centre G de |a bille et celui de la spire (D augmente lorsque z diminue)
- Etdel'angle entre ni et e, (I'influence est maximale lorsque 7 et e, sont colinéaires), cet angle
seraplus tard appelé p

Ainsi, si pest maintenu 20" et que z diminue, on peut raisonner de la fagon suivante :
- Surunintervalle de temps At on dit que © augmente et passe de & a &+AD
- laloi de Lenz commande que |a spire sera alors le siége d’une fem e;y dont I'effet sera de
s‘opposer a cette augmentation de flux AD
- Il faut donc que Faction du courant | induit par e,y soit de créer un flux AD, , opposé a AD,
- Donc A doit étre orienté vers |a gauche sur le schéma ci-dessus

- Etenutilisant, par exemple, la régle du tire-bouchon de Maxwell, on conclut que le [courant induit

| est orienté selon e,, au point M

II.2 Etude de la conversion d’énergie mécano-électrique

Q5. En supposant que |a bille se déplace a vitesse constante v, déterminer |a fem e, 4 sur la bobine de N spires
supposées confondues.

Hypothése : on suppose que le flux & est maximal (= 0) et vaut la valeur donnée dans I'énoncé
On écrit alors son expression :

Ndd) uomRE ) ( 3) 3 N g2 zv
gy =Ne—= N—or———— 2z3.|—=]| ==. mRZE—— = ¢,
md = Nqr ~ V2% 1 RD)? 2) Tz Tt GE Ry T find

En déduire une expression du courant induit 1.
Eind
[ = —

Rc
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Et de la puissance électrique extraite

Eind

Pelec =

Q6. Déterminer une expression du coefficient d’amortissement c. et expliquer pourguoi et comment le
maximiser.

Sion suppose que toute la puissance Pm est convertie alors :

Et le coefficient c. devient alors :

9 (NuymRiz)?
‘e = 4Rc (22 + RS

Pour maximiser ce coefficient :
- Il faut choisir Rcla plus petite possible
- Netmleplus grands possible,
- Pourquoi pas une hille avec plusieurs axes magnétiques

L'intérét d’avoir c.le plus grand possible est de disposer d’un couplage électromagnétique le plus efficace et de
récupérer le plus de puissance possible.

I1.3 Etude de I'énergie électrique produite

Q7. Etudier la parité de Pe. Que peut-on en déduire pour ses variations ?
Pe est une fonction paire car Pe(—z) = Pe(z)

Conséquence, ses variations sont symétriques de part et d’autre de z = 0.

Q8. Calculer la dérivée %de Pe
dPe P 2z.(z* + R)® — 5z°(z* + R})%.2z  2z(R} — 42%)

dz (zZ+RHW 7 (22 +R2)E

. - ) A . RD
En déduire les variations de Pe sur [ et vérifier qu’elle admet un maximum global sur |, en - dont on
précisera I'expression en fonction de Aet Rb

2
R
dPe , Bh A.—f
-5 annule lorsque z =+/- 2Rb et lorsque z=0. De plus, on montrer que Pe <) =T
b
R
_ D084
Ce qui donne Pe ( 7T

Quant aux variations de Pe, en tenant compte du signe de z et de (Rﬁ — 4z%), les voici :

z of -Rb/2 Rb/2
Pe(2) l]l]BZA /0082.4
, / \
dPe
dz + 0 - 0 + 0 -

Q9. Déterminer la limite de Pe en +co. Que peut-on en déduire pour sa courbe ?
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) LA
On calcule que lim Pe(z = +w) = lim —=10
L Ftoa E

La fonction Pe(z) est donc bornée.
Comme |la courbe est paire alors la limite est identique en —co eten +oo etvaut 0.

Q10. Dresser le tableau de variations de Pe(z) sur [t et tracer I'allure de son graphe sur R en précisant les
tangentes horizontales.
Le tableau est déja donné a la question Q8. Il permet de tracer I'allure de Pe(z)

.'Pe(z]

-Rb/2 0 Rb/2 z

On adonc trois points ol la tangente estlhorizontale, hormis I'asymptote horizontale en —oe et en +oo,

N , 0,082.4 0,082.4
Ces trois points ont pour coordonnées {-Rb!Z,R—E], (0,0) et (+Rb/2, T]'

Qll.Montrer que l'intégrale £ = f_Jrl:.'Pe(z)dz est une intégrale convergente.
La fonction £f = f:r:?e(z)dz est une intégrale généralisée de premiére espéce [ou impropre) car Pe(z) est
une fonction bornée et continue et I'intégrale porte sur des limites d'intégration qui sont en —oo et en +co.

Le comportement de Pe(z) lorsque z tend vers I'infini (positif ou négatif) s’apparente a celui d’une fonction en
A . k L .

= . Sachant que la convergence d’une fonction en — est garantie dés que I'ordre de |a puissance r de z est

4 F4

strictement supérieur a 1 {intégrales de Riemann) alors £ est une intégrale convergente.

Q12.En posant z = R, tanu et en justifiant ce changement de variable, montrer que pour toutn € Mon a
1 +i/2 )

W.J; cos XM Vy. du

Le changement de variable z = Rb.tanu est une bijection différentiable qui fait correspondre [0, + oo &

[0,+m/2[, donc parfaitement justifié.

In =

du

En différenciant 'expression de dz on trouve dz = Rb—;
COs“U

Cela donne, en remplagant dans In :

! _J'+°° dz _J'*”m 1 Rb.afu_fwz 1 Rb.du
"I @ rH T ), (Rbtanw? +RHT costu ),  RP((anw)? + )" cosZu

1
cosZu

Or on sait que  (tanu)?+1 =

Cela donne, en remplacant dans I'intégrale :

12 002 Rb.du 1
In =
0

/2

— 2(n—1)

. = . cos w.du
Zn 2 2n-1 J’

Ry, cossu Ry 0

Q13. Al'aide d’une intégration par parties, que I'on justifiera, montrer que pourtoutn € N* on a

_ (2n+1)

Wl’t+]. - o4z S M

On retrouve des intégrales de Wallis.

Modélisation TSI 2020 Eléments de correction 4/17



Modélisation CCINP TSI 2020 UPSTI Eléments de correction

+m/2 +m/2
Wos = f cos 2+ y duy = J’ cosu.cos iy du
0 0

En intégrant par partie, on appligue

/2 _ w2 7!12
LS9 du=1[f.glg
Ce qui est possible car fetg sont de classe C* au moins.

n+1

f.g.du avec f =cosu etg = cos u

Il vient alors
+ )2

W, ., = [sin t.a.f:[)sz’“'iu];”T"2 —(2n + 1)f sinu.cos?™u. du
0

Wy =0-(02n+1) J'EF(i —cos?u).cos™u. du = (2n + 1)(W, — W,,)

Dol finalement W, (1 + 2n+ 1) = (2n + 1). W), et qui aboutit au résultat demandé :

. (2n+1)
n+l1 = 2?1 + 2 - i
Q14. Calculer W, et en déduire que pourtoutne B : W, = zz:i—:ﬂ.)z
On montre facilement que Wy, = /2
(2n-1) _ (2n-1) (2n-3) _ (2n-1) (2n-3) (Zn-5)
De plus, Wy, = n Wyt = 2n zin-1) "2 T an Czm-1) 2m—z) "3

Pour faire apparaitre les factorielles, il faut intercaler les termes manguants en (2n-2), (2n-4) au num érateur et
au dénominateur.
_ (2n—1) 2n—-2) 2n—-3) (2n—4) (Zn—75)
"T 2n 2n-2)2(m-1) (2n—-4) 2(n-2) *°

Et ainsi de suite jusqu'a W,

n(2Zn—-1) 2n—-2) 2n—-3) (2n—4) (2n—-5)
n 2n 2m—-1)2(mn-1)2n-2)2n-2)"

W, = W,

Ce qgui donne

_n(Zn—l)J
nTpIn gl

(2n)!

22n+1 (m]z 213

r[_
5=

Q15. Vérifier que EL = 24(1, — Rg.fs)etquet‘f,':%(wg—laﬂ)
b

On montre que
24(ly — RE.15) = 2A([,”

ce quidonne

dz__ ton Rpdz +oo (2P +RE)dz oo Rpde
(22+R§j" .fg (22+R2j5) 2‘4‘(." (22+R2j5 .lr[) (22+R§J5

)

* (2% + R — R})dz e
2A(I4—R§.f5)=2A(f ) = 24 (f —)
0 (22 + Rp)® (22 + R3)S
zidz +oo zidz , .
or&l = J‘ Pe()dz=A["" = GTeRTy = 24 | Wcarla fonction est paire.

Donc on a bien &Y = 24(l, — RE. 1)
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Wiy . . . .
De plus, onremarque que [, = R%_ﬂ, ce qui permet en remplacant dans I'expression précédente de prouver
h

que:
W W, 24

€L = 2401y — R}.15) = 24| == — Rp =5 | = =5 (W3 — Wj)
Rb Rb Rb

Ql6. Exprimer Wy comme étant le produit de m et d’une fraction irréductible.

On remplace n par trois dans la formule de W, a laquestion Q14.

W = (2n)! @l 6543
nT gEmtignzT T gianfc 27afzf 0 28

Le terme zisest bien une fraction irréductible.

En déduire la valeur de £7

Il faut d’abord calculer Wy : on remplace n par 3 dans la relation de récurrence trouvée plus haut

(Zn+1) 7
Wy = m.wn ,celadonne W, = E.Wg

24 o
Eten remplacant dans £7 = == (W3 — Wy) on arrive 3 el =
b

1.4 Couple d'induction

Q17. Déterminer les positions d'équilibre et d’équilibre stable de la bille en fonction de son orientation
magnétique f = (e,; m).

Recherche des états stables :

- Lorsgue la bille se rapproche de la bobine, le champ magnétique induit par celle-ci est répulsif,
tendant a retourner la bille. La seule orientation stable est celle qui annule l'induction par rapport
au déplacement. Donc c’est lorsque 12 bille se rapproche de la bobine avec un angle B constant et
égal a +/-1/2.

- Silabille s’éloigne, le champ induit est attractif, le couple induit tend 3 aligner I’axe polaire de la
bille avec celui de la bobine. U'orientation stable sera donclorsque I'angle seranul ou égal a
(une seul de ces deux positions est stable, celadépend du sens du courant 1).

Q18. Déterminer le couple d'induction subi par Ia bille en fonction son orientation magnétique § = (e,; ).
Préciser si la bille peut rester dans sa position d’équilibre stable et rouler 3 vitesse constante sur I'induit.
Le couple d'induction est porté par I'axe ej' etvaut:

- IR}
Cond = PU—“.m.sin,ﬂ.e_}:

2(z% + R})Z
La bille ne peut pas rester sur une position stable si |a bille roule a vitesse constante car I'angle B sera variable.

Partie lll - Comportement mécanique du générateur
I11.1 Mouvement d’excitation
Q19. Justifier que I'on puisse modéliser le mouvement d'excitation comme ¢: t +— @, sin wt et proposer des
valeurs numeérigues pour les constantes ¢,, et w en supposant |a fréquence d’excitation f = 2,5 Hz.
Les kinogrammes laissent suggérer un mouvement pendulaire des bras (et plus particuliérement de I'humérus)
3 peu prés équilibré par rapport a la position verticale.
La valeur de @m vaut a peu prés la moitié de I'amplitude angulaire du mouvement de 'humérus trouvée ala
question Q3, donc ¢m est voisin de 45°.

La guestion laisse supposer que la pulsation @ est simplement liée a f par relation w = 2nf = 15,7rad /s
Mais on pourrait aussi envisager le probleme sous un angle différent :
Sachant qu'il faut 2 pas pour gue le bras retrouve sa position, il faut diviser la fréquence par 2 :

Auguel cas nous aurions w = 2:'1'5 =7 8rad/s

Q20. Déterminer les éléments de réduction du torseur associé au champ de vitesse du bati 51 par rapport au
référentiel galiléen Hy noté ['Vl,m}

Modélisation TSI 2020 Eléments de correction 6/17



Modélisation CCINP T¢

On recherche |e torseur ¢

D'abord m:

Par définition m = [EL
L'utilisation de la formule
Soit finalement m =ly

De plus, il est dit gue la r«
Wi = qu_‘l..
Ce qui permet de conclur

1.2 Comportement ciné

Q21.Par dérivation, déter
sur le tore au point |, tel«
et 6.

On sait que X, tourne a l:

En utilisant la formule du

[52#7]
dr b

S'ily aroulement sans gli
Et donc

Ce qui finalement nous ai

D'ol on tire

— R  —
If.lJzI'al —R—bﬁ.zb et

20 UPSTI Eléments de correction

atique tel que

B
{vlj[!l] - D["'D:;n]

d — d —
= — —1 ] -_— —I —
]RI:I dt( )yl Ao dtyl Rp
rangement de base de dérivation conduit aécrire que

AT: = .5 ATI=—¢. 5
n de R1 par rapport a RO se fait selon I'axe z,, et donc

w0} = L)

ue de la bille dans le tore

" une expression de Vi 24 , puis, en supposant gue la bille roule sans glissement
. — ¥ N ' N Fra—— N

I = RpXxy, déterminer une expression de w,,, etde V; ,,; en fonction de R, Ry,

—_— — d
I, = |—0G = [—Rx_']
6,2/1 dt b qr xe .

ise 6 par rapport 3%, donc @y, = 0z,

zement de base de dérivation on obtient :
d _, . . . P
R El‘b b+ Lr)b”_f\.xb =R.I’:L'b'i1 ﬂxb=R.lenxb=R9yb

0

=nt au point |, alors VLM_ =0

—

Voz1 = Vizjn + Gl Awzyy = Rpxp A wzp

Vgz/1 = ROYy = RpXp A gy

V::;,z,'l =R éﬂ

Maodélisation TSI 2020
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Q22. Préciser sile champ de vitesse de la bille S; est adapté ala conversion d’énergie.
Expliqguer comment maximiser cette derniére.

La conversion d’énergie se fera le mieux possible sil’angle p entre I'axe polaire de |a bille et celui de la spire
reste le plus petit possible. Il faut donc s'arranger pour que cet angle [ reste contenu dans des limites
restreintes. Ce qui implique que |a bille ne s'écarte pas trop du centre de la spire d'induction.

On adoncintérét a faire en sorte que I'effort magnétique qui s'exerce entre 1a bille et le rail soit suffisamment
élevé pour limiter I'excursion de la bille en dehors de la bobine. Donc il faut choisir un moment m élevé et
positionner au repos la bille de facon 4 rendre au départ i et &, colinéaires.

1.3 Moment d’inertie de la bille
Q23. Montrer que p, c.et B le systéme suivant de coordonnées sphériques du point M :
x =pcosasinf
y = psinasinf
z=pcosf

> En projetantle point M sur chacun des 3 axes
_— —_— . .
Z] & X1, ¥1 et Z; on retrouve effectivement ces trois
relations.

M(x,y,z)

On peut commencer par projeter le point M
dans le plan (G, X7, ;) selon l'axe Z; , ce qui
donne le point P, et déterminer les
coordonnées x ety du point P.

Quant a la projection du point M sur I'axe Z;,
son expression est plus simple car elle ne fait
intervenir que I'angle B.

Q24. Calculer ) en fonction de p, o et B, puis prouver que Det(J) = —p® sin
On calcule J en effectuant les dérivées partielles :
cosasinff —p.sinasinf p.cosacosf
Celadonne:J = |sinasinf p.cosasinf p.sinacosfi
cosft 0 —p.sin ff

Ensuite, il n'y a plus qu'a calculer le déterminant de cette matrice jacobienne, appelé aussi le jacobien :

Det(J) = —cosa sinfi.p%.cosa .sin® f + psina sinf (—p.sina sin® § —p.sina cos® )
—pcosacosf.pcosacosfsinff

Det(J) = —p?.sin B cos’a.sin’B + sin®a. (cos?B + sin’a) + cos?a.cos?f)
Ce qui donne finalement le résultat attendu : Det(J) = —pZ.sin g

"(sin §)* dp

Q25. En déduire que 1(G, ;) = =mé. RbS |,
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On peut exprimer le moment d'inertie de la bille :

G,z = ﬂf d(M, Gz))%.&.dx.dy.dz

valume
bille

Qui se transforme 2 I'aide du jacobien de la maniére suivante :

1(G,z7) = &. fﬂ d(M,Gz)2 |Det () |da. dB.dp

volume
bille

Or d(M, Gz,) représente |a distance entre |e point courant d’intégration M repéré par ses coordonnées
{a, B, p) etl'axe Gz, donc  d(M,Gz;) = p.sinf

Il vient alors:

1(G,z7) = £. J-J] (p.sin@)?.(p*.sinf)da.df.dp

volume
bille

Ce qui s’arrange, puisque les variables et les fonctions sont indépendantes,

Rb 2n "
16, 77) =E.f p“dpf daf (sin §)* dp
0 0 0
Qui devient
pS Rb T Rbs T
1(6G,z]) = [?] .[a]gﬁf (sinf)*dp = 5.T.2n.f (sin B)*dp
o ] i
Ce qu'il fallait démontrer.

—sin3x+3sin x

Q26.A I'aide des formules d’Euler, prouver que pour tout réel x: sinx = ;

Comme
. elx_p=ix . )
sinx = T alors, en élevant au cube, et en développant,
sindx = (e.i'x_,g—jx)3 3 o3 _gaf2x g=jx | oixo=2jx_ =3jx _ (E3jx—e‘3fx)—3(ffx_g—ij
2j -8j —8j

Y .3 —2jsin3x—3.2jsinx

ce quis'écritencore sin“x = —
. q —sin3x+3isinx

et donc finalement siny = —————

4

Q27. En déduire que I(6,Z;) = =m,R?

. p 4 . i .
La masse my de labille est donnée par my =§.E.R?,€ (volume de |a bille multiplié par sa masse volumique)
Or

1G,7) =5.R:J.2n.f (sin §)? ds =<‘;'.R:J.21'1'.J’ (3'““‘3;““ 36 ap
0 0
Soit
— RbS — 381" RbBS 2
1(G,z]) = £. =2 .211'.[[—3 cos B]F — [%L] = £, =2 2n(6 — 5)

Ce qui donne en remplacant par mle produit 45. n'.RE";E
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Rb* 16 4
()
3

2 2
1G,Z) =& =—.mR¥=-RZ=-m,R2
G.z2))=¢ =2 3 a55 b =z mpkp
l1l.4 Comportement dynamigue de la bille
Q28. Par composition des champs de vitesse, déterminer les éléments de réduction du torseur cinématique

traduisant le mouvement de |2 bille S; dans le référentiel galiléen R, noté {Vz;n} au point G.
On recherche le torseur cinématique tel que

= (™0
CRERtE

La compaosition du vecteur vitesse au point G s’exprime par

Veao = Ve + Veago
On connait par ailleurs Vi 5/q = Ré‘ﬂ' (question Q22}
Il nous reste a déterminer Vy ;o

Or
Vﬂ‘l'ﬁu = Vﬂ‘,lfﬂ + GO hmlfﬂ = I'q.g'?'l._ R.ﬁhqﬁ.ﬂ =1 ¢3.If+ R.@.E;

Ce qui donne finalement :
Vg_zm = Iq:'iJT{+ R@_}T{;-l' RB}_'E;

Et pour awy,p, On compose les vitesses de la fagon suivante :

R.
Wy = Wy + Wy = (R—ﬁ' +¢)zy
b

Et finalement :

. R .
(-6 +9)z;
{v210} = _.Rb _.1 -

Lg.x; + R.gp.y, + Ry,
&

Q29. Déterminer une expression du moment cinétique de la bille S; par rapport le référentiel galiléen R au
point G, noté ag 2 /0.
Une expression du moment cinétigue est donnée par

0
0

1 0 0
ﬂ'glz'ﬁg = fz(ﬂ).ﬂz,g = EngE&; [D 1 U] AR .
00 U |50+¢
Rp
Ce qui fournit :
2 (R - ]
ag,2/0 = Embﬁb [R_ﬁ + EP]Z:L
b
En déduire les éléments de réduction au point G du torseur cinétique de labille 5, par rapport le référentiel

galiléen Ry, noté {Tz,m]

On en déduit au point G les éléments du torseur cinétigue de la bille 52 :

{sz}= {maVs.zm!
v 762/0
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. - — . —F N —W
mb[fqp.xl + Ry + Rﬁ.yb]

Tz of = 2 R . =
{ ! ] —mbﬁg[—ﬁ + :p] Z;

. 3 Ry
Q30. Determiner une expression du moment dynamigue de la bille 5;, par rapport le referentiel galiléen Ry au
point G, noté &g 2,0
Le moment dynamique est obtenu en dérivant le moment cinétique.

e
86,200 = Egﬂ'mjﬂu = fz(GJ-EﬂmJRD
or
i, = 7y + 9]+ [0 + o] 71
— =|—6+ +|l—0+¢|—
dr 2ol R, Pz R, P dtzl 2

Mais comme

d_. d—. - — = o — — =
EZLIRD = EZ'LJ +Qp g, N2 =0+¢z A2 =0

Alorsil vient

— s =—[R . 1, 2 2 R. 1.
Soas = 00 [ + 6|7 = SmokE [ + 6]

1.5 Etude des conditions de roulement de la bille
[11.5.1 Estimation du coefficient de frottement

Q31. Montrer que D posséde un unigue point critique (@, b) ol @ = —=
My —x=
D est une fonction 3 deux variables. D admet un point critique si ses deux dérivées partielles sont nulles

simultanément. Or :

eth =y — ix

aD O 0

—ax,— bt = —ax: — b)(—x;
E_ZEU" ax;— b) ZZ(y, ax; — b)(—x;)

i=1 i=1

D o 0 \
$=Z£(y,-—ax,-—b)2=Z2(y,——ax,——b)(—1)
i=1 i=1

Les coordonnées du point critique seront obtenues lorsque g_n =0 et';—ﬁ =0.
a

Cela nous améne 3 un systéme de 2 équations :

T T
ZIEJ"E = Z(&x,—z +bxy)
=0

i=0
et

mn mn

Z}'i = Z(axi + b)

i=0 i=0

Ce qui nous ameéne deux équations en remplacant les grandeurs statistiques par leur symbole :
(E1) ne =dad.n.m, + bn.x et (E2) ny = &n¥ + bn

On simplifie par n, ensuite on remplace b par son expression b= ¥ — dx dans(El) et celadonne pour @ :

_ e-iy
a= =2

etaussib = ¥ — @x comme demandé.
My —X
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Q32. Justifier sans calcul qu'en tout point (3, b) de B2, H(a, b) est une matrice diagonalisable.
2

#p _ #p
Comme walors H{a,b) est une matrice symétrigue, et toute matrice symétrique a coefficients réels

n‘admet que des valeurs propres réelles, ce qui est une raison suffisante pour dire que ces matrices, comme H,
sont diagonalisables. C'est ce que précise le théoréme spectrale.

Q33. Justifier sans calcul que Det [ﬁ] = Ap etque Tr(ﬁ} = p+ A ouTr designe |a trace.

Le déterminant d’une matrice est toujours donné par le produit de ses valeurs propres. Donc, en particulier, au
point critigue on a Det(ﬁ] = Au

La trace d'une matrice est la somme de ses valeurs propres.
Si H admet deux valeurs propres |1 et A alors il existe une matrice de passage P telle que
~ A0
H= P‘l( )P
0 u
Du coup, |a trace de H peut s'écrire

Tr(A) =Tr (P-l (‘; E) P) =Tr (P-lp (‘; E)) =Tr (‘; E) =u+2

Q34. Déterminer les coefficients de H
Calcul des coefficients de A

3%p #p 9%
3a3a = Limo2Xi® 5a95 = 3p0a = Li=02Xi aaaa = Zi2

Ce qui améne 3 une matrice qui s’exprime de la facon suivante :

n n

sziz szi
5o i=0 i=0 _ anx 2?11‘-) m, X
H=| = n _(an 2n Zn(f 1)

;Zx,- ;2

Q35. Al'aide de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, montrer que x* < m,
On doit démontrer que ¥ < m, c’est a dire qu'il faut montrer que (%E:-Ll x)? = Z Xt

L'inégalité de Cauchy-Schwartz indique que

Z XiYi < (Z i°)- (Zy.zl

i=1

On remplace les y; par 1. Larelation se simplifie et donne :

i(x.-.n < (_Zn: x,-zj.(im

Ce qui s"arrange en

Lx s JERL 6t soit encore, en élevant au carré
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d P 2 T .2
O x)% < n (B, x2) d'ou n? (z:%::') < nz.(f‘zr’f' ! soitalors #2 < my

Dans quel(s) cas y a-t-il egalité dansl'inegalité de Cauchy-Schwartz ?

Il y aura égalité si et seulement si les deux vecteurs (x1, ..., xn) et (y1, ..., yn) sont liés.

Or nous avons supposé que (y1, ..., yn) =(1, 1, ..., 1). Ce qui signifie que I'égalité sera obtenue uniguement
lorsque tous les x; sont égaux. C'est le seul cas envisageable.

Prouver que I'inégalité précédente ¥° < m_est stricte.
Comme les mesures n'ont manifestement pas donné des résultats identiques (tous les x; sont différents), et
selon ce qui a été dit précédemment, alors I'inégalité £2 < m, devient stricte.

En déduire que det(H) > 0
Le déterminant de H est donné par :

det(ﬁ] =2In (n;x ch) = 2n(m, — %2) ) qui est donc notoirement positif.

Q36. Montrer que D atteint son minimum en (d, b)

On vient de démontrer que det(ﬁ} = 0.

Dans ce cas, les valeurs propres sont de méme signe et strictement positives et D passe par un minimum au
point critigue si la trace est positive.

Ce qui est le casici.

Q37. En déduire la valeur de @ puis celle de b

En remplagant par les valeurs données dans les expressions de @ et de b on trouve
que : =021 et b=0,006

Du coup, I'équation de la droite qui convient le mieux dans sa relation entre I'effort tangentiel et I'effort
normal est la droite y = 0,21x + 0,006

Peut-on raisonnablement affirmer que "'effort tangentiel est proportionnel a I'effort normal ?

Comme |'effort tangentiel peut aller jusqu’a 0,24 N, la valeur de I'ordonnée a I'origine ne vaut que 0,006/0,24
soit 4/% de la pleine échelle. Ce qui est peu. Donc oui on peut dire que I'effort tangentiel est proportionnel a
I'effort normal avec une erreur assez limitée de 4% pleine échelle.

Q38. Montrerque c = e — Xy
On calcule ¢ au moyen de la formule de ¢ donnée

N N
1 _ _ 1 __ —
= ;Z(xi_ Dyi—-¥y)= ;Z(IEJ’E +XY =Xy —x;¥)
i=1 i=1
ce quidonne

i=0 i=1

1 N n n 1 N
€= (xiy) +nxXy—% ) w —J_’Zl‘i =EZ(IEJ’E)+fJ_’—f?—ff
i=1 =0
E_

Et on trouve bien ¢ = xy

Q39. Quel outil du cours de probabilité permet de valider I'hypothése selon laguelle il existe bien une relation
de dépendance affine entre X et ¥ telle que formulée au début de cette sous partie ?

Pour vérifier qu’il existe bien une relation de dépendance entre les x; les y; il faut utiliser le coefficient de
corrélation linéaire de Bravais-Pearson r(x; yjqui s'exprime de la facon suivante :

cov(X,Y)

r(xy) = a(X).a(Y)

Modélisation TSI 2020 Eléments de correction 13/17



Modélisation CCINP TSI 2020 UPSTI Eléments de correction

Avec o(X) et o(¥) quireprésentent les écarts types de X et de Y.
Comme par définition a(X) = /V(X) (etidem pour ¥) alors il vient

cov(X,Y) e — iy
JVEO V) Jim, - 2)(m, -7

rlx,y) =

En remplagant par les valeurs données on trouve :

0,0741 - 0,6.0,12 2,1.1073

= =——=1095
J037-0,65)(49.10-% ,/0,01.1049.10-° V10

r(x,y) =

Qui est trés proche de 1.
On voit qu‘il existe une forte relation linéaire entre X et Y car r(x, y) est trés proche de 1.
Auregard des résultats expérimentaux obtenus, pensez-vous cette raisonnable ? Justifiez la réponse.

Cependant, |a « signicativité » de cette relation n’est pas établie car le nombre d’échantillons est faible (une
vingtaine) et il existe des zones assez vastes sans releveé.

[11.5.2 Condition de roulement sans glissement

Q40.En appliguant le modéle de frottement sans glissement de Coulomb, 3 |a limite du glissement et en
supposant wy,; < 0, déterminer les éléments de réduction au point G du torseur d’actions mécaniques
transmissibles par le bati Sy sur la bille 5; au niveau du contact ponctuel au point | en fonction de f, N et R.

Vi Xp
Yb Yo 4

Alalimite du glissementona T=1f.N

De plus, I'action de 51 sur S2 peut s’établir au point de contact | sous la forme suivante :

Nxp, — Ty,
Ga= {757
1

Sion déplace le torseur au point G, 'expression devient :
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) Nx, — Ty, { Nxp— Ty Nxp — Typ
R G ANy -1y R aNE - TRl L —ReTZ
D'ol finalement

N(xy - IED}

—RpT7y

{31—-2} = {
G

Q41. En précisant clairement votre démarche, déterminer une expression de I'effort normal de contact
minimal N tel que le contact de la bille 5; sur I'induit S, soit réellement sans glissement.
Le torseur de Coulomb est la somme des actions mécaniques qui s'exercent sur 2, qui sont au nombre de trois.
- Une action due a lapesanteur
- Une action due au couple d’induction
- Une action due a I'effort d*attraction du rail
Cela donne :

—gm.cos(p + 8) x,

0 F ) —
{Ti-2} = { 0 _.} + { ff—rﬂ}+ —gm.sin (¢ + 6) yy)
—CinaZo 0 —RyTzZy

&
G G
En projetant |a résultante du torseur sur Xp on récupére la composante N :

Celadonne pour résultat :
N = Frer — gm.cos(p + 6)

Q42. Justifier que 1a fonction g soit paire et m-périodique.

On voit que la force d’attraction entre |a bille et le rail ferromagnétique dépend de I'ange B entre I'axe
magnétique de |a bille et la direction du rail.

La bille se présente comme un aimant, elle se colle le plus fortement lorsque son pble magnétique est
perpendiculaire ala surface du rail, gue ce pble soit Nord ou Sud, cela ne dépend pas de la polarité = fonction
paire.

De plus, comme I'effort Ffer qui s'exerce entre la bille et le rail est une relation qui dépend du carré de
I'induction B, alors sa période est deux fois plus petite celle de B et devient égale 3 7.

Q43. Déterminer la valeur exacte de c et des valeurs approchées de a et b telles que pour tout réel B on ait
g(B) = a+ b.cos(cf)

Par lecture et identification sur |a courbe fournie on peut établir :

Pourc:
¢ =2 acause de |a période qui vaut Tt

Pour B :
Lorsque Bp=0alors Ffer=0,16=a+b

Etlorsque p=m/2 alors Ffer=0,36=a—-b
Cela donne pour finira=0,26etbh=-0,1
Il1.6 Puissance mécanigue extraite

Q44. Déterminer une expression de I"énergie cinétique de la bille 5; en fonction de m, R, Ry, |, @, @, 8 et g.
Sion note Ty I'énergie cinétique de la bille 52, alors une expression de son énergie cinétique est donnée par :
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1
Tajro =5 E[szu]® Varmo}
Ce qui s'écrit encore
1 [melte. X + Re. 35 + RE.TY] 6+ @7
b

Trr, =35 2 R .. 1= ® — — S
"2 gmbRE[R—bB+m]21 10T+ R G55 + R,

1 . .
Ty/p, = E[mb[zqa.ﬂ+ R¢.55 + RO.55)|.[1.6. 75 + R.¢.75 + R6T)
+1[3m Rz[im |7 | Ly 7]
7 [3 ™Mol R, Pl '(R& + @)zy
Cela s'arrange, un peu, et devient, par projection :

1 . . 1 2 _R.
Tasr, = Em.g,[rzq;z +R2(¢ + 6) + 2IR¢(¢ + 6) sin @] +Emb§R§(R—b9 + ¢)2

Q45. Exprimer I'énergie potentielle de pesanteur E, de la bille 5, en supposant que E,=0lorsque G est
confondu avec le point B défini tel que B0y = (R + 1).v; .
L"énergie potentielle de la bille est donnée par

Ep = Ayg.my.g
Ou Aygreprésente lavariation d’altitude de |a bille par rapport a son point B le plus bas lorsque le bras est
parfaitement vertical.

:’.‘l}'g = BOU-E_ GOU}TU.
Ce qui donne par projection sur ¥,

Ayg=R +1—lcos ¢ + Rsin (6 + @)

D'ol
E, =[R+1—Icos ¢ + Rsin (8 + ¢)].mp.g

On vérifie que cette énergie vaut bien 0 lorsque le bras et |a bille sont simultanément en position basse, c’est 3
dire lorsque @ = —get p=0

Q46. Determiner une expression de |la puissance dissipée au niveau contact ponctuel entre |a bille 5, et le bati
S1.

La puissance transmise au point de contact est donnée par :

Psi1a52 = {ﬂaz}g{vzn]
Soit
— R é . —F
N(x, — m;)} (7 0+ 07

#5152 = { — . . .,
' L —RpTzp . lg. %, + R¢.y, + ROy,

. R .
Ps152 = N(19 056 — flg — [R(G +6)) = RT (-0 +)

Q47. Expliquer comment établir I'équation différentielle vérifiée par 8.
Préciser si elle est linéaire et sinon comment trouver une solution approchée.

L'ordonnancement des guestions précédentes suggére de recourir au théoréme de I'énergie mécanique.
Celui-ci précise que la dérivée de I'énergie mécanique E,, d’un systéme est égal 3 |a puissance des forces
extérieures non conservatives qui s'exercent sur ce systéme.
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. dEm
On peut donc écrire que —= = Pyon conservative

A priori, les forces non conservatives sont uniguement dues au frottement et ont été implicitement calculéea la
question Q46 précédente.

- * ¥ , n n N ¥ *
L'action du couple d’'induction C,,4 est réputée conservative, donc elle n'intervient pas dans ce théoréme.

Sion applique ce théoréme on obtient une équation différentielle notoirement non linéaire car on y retrouve
des termes qui dépendent

- deg?.

- del'angle @ et de ses dérivées ¢ et 2

- de fonctions trigonom étrigues cos et sin

Hypothése envisageable :

On peut considérer le générateur toroidal comme un systéme qui posséde une entrée @ imposée par le sportif
(et plus exactement son bras) et une sortie & qui en dépend selon I'équation différentielle précédente.

Il existe peut-étre un moyen de résoudre partiellement cette équation différentielle en supposant constante
I"énergie cinétique — sa dérivée sera nulle-et des variations faibles pour & ce qui permettra de remplacer les
fonctions cos et sin par des expressions simples.

Il est alors plus facile d’analyser ce systéme dont les modéles de comportement sont connus lorsque I'entrée
est par exemple un échelon @(t) = u(t). @, ou encore avecun régime forcé de type sinusoidal.

Remarque : il n’est pas fait état des pertes fer ni des pertes électriques de récupération, sans doute sont-elles
négligeables.
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