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Modélisation CCP TSI 201

UPSTI

Modélisation CCP TSI 2018

Eléments de correction

COMPRESSEUR A SPIRALES

Partie | — Analyse du fonctionnement du compresseur a spirales

I.1 — Fonctionnement du compresseur a spirale

1.2 — Analyse du mouvement de la spirale mobile.
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{%n}:{ - +{ m ,m au point A, dans la base b, (X;,¥,,Z,)
0 0 —e-w,sinf
{%n} = 430 O e-wy,cosb,
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Car Vo (A)=V, ) AOAQY, 0= =0— ex, A @7, = emy, v, = ey, (CO% 6,y y,—sin 6’,0%)
0+0+0=0
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o, +a;,+0=0

—ew;y sin G, +0+V;, (A)=0
)

ey cos B, +0+0=V (A

0+0+0=0

Remarque : (non demandé)

‘Mo [

V’;'lg (A):_Kla’fo
Vi (A)=+K @, = +ewj,cos 6, = K, = ecos,

=+ew;, sinfg, = K, =—esin g,
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Q3.

3 équations inutiles : le rang du systéme estde 3: 7. =3
@y, @y, , V3, (A) et Vy (A) sont les inconnues cinématiques : N. =4

m, =N, —r.,donc m. =1 (Il n’y a qu’une mobilité (Rotation de 1/0 entraine Translation de 3/0))

Q4.
De maniére évidente ﬁ(l / 0) = 5’,0 g
@5, = _Q(J
V,3 (A)=eb,,sin 6, soit:
Vo (A) = e, cos b,

émzn _6.‘020 0 0
- AV =3 27 M =1 . YA _
i} 0, i) 0, 5} e0,sin0,x, | | Do} e6,,c0s0,,y, ) ,
Q5.
{7/3;0}:{%;3}+{Krn}:_{%z}+{%n} au point A, dans la base b, (X, ¥,,2,)
{7/3;0}:_ . 0 —r *ty . 0 —r = . _.0 : N,
ed,sinb,,x, |, |eb,cos6,y,|, |—€b,smnbx,+eb cosby,]|,
0
Vy=—1 O
{ —fﬂ} egm}’l ,i,
wP

Il s’agit d’un torseur couple, qui ne dépend pas du point : une translation.
Le mouvement d’un point de 2 par rapport a 0 (par exemple le point A) décrit un cercle de rayon e.
Le mouvement de 2 (spirale mobile) par rapport a 0 (spirale fixe) est une translation circulaire.

1.3 — Critique du modéle
Qeé.

Le référentiel n’est pas forcément galiléen en cinématique. Les frottements dans les liaisons ne modifient pas la
cinématique. Par contre, les jeux le font. A ce titre, le fait que les liaisons soient parfaites est important.

Q7.

Le joint de Oldham (2) posséde des pions sur sa partie supérieure, dont les surfaces planes fonctionnelles sont de normale

X, et z, . Des rainures dont les surfaces planes fonctionnelles de normale x, et z, sont également présentes dans la
spirale fixe 3. On a donc entre 2 et 3 une liaison appui plan de normale X, en paralléle avec une liaison appui plan de

normale z,.Le seul mouvement autorisé par cette association est une translation suivant x,. On peut donc modéliser la

liaison entre 2 et 3 par une liaison glissiére de direction y,

1.4 — Analyse de la compression

s, I)Z%—&)I-Fkﬁ S (x)=%—ax+(k+l);r=§—ax+k;r+;r=sk (1)+7

(

Sﬁ(f)zss (I)+Jr=(54 (I)+Jr)+yr=s4 (t)+2772(53(t)+;z-)+2;z=s3(y)+3ﬂ- dO”C:Sa(f)23‘5(1‘)23'4(1‘)2,5'3(1:)
8y (E)E[E,SE—FE} :>%—a)t+k;r2rr = ot S%Jrk;r_ﬂ:”w < (2k-1)7 e (2k2—a')l);r

(k-5)x

:>£—a)t+k;r<5;r+£:>a)tS£+kfr—5;r—£:>a)ts(k—5);rz>ts—
2 2 2 2 ®
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Orre[0;+oo[ donc: 53(3)6 JT;SJT-F% =te|0;—

54(1,‘)6 7r;57r+§ =te|0;—

sj(r)e 7r;57r+§ =te|0;—

sq(1) e x;5x+§ —te _;;%}

min

Au début de la phase de compression, le point D apparait, soit : M(s5 (r))zN(r, s

=
_—

I)) avec I mini, soit 7

A la fin compression, le point F disparait, soit : M(%(t)): N(t,s4 (r)) avec I max, soit 7, = ;—ﬂ .
@
, T Sw
La phase de compression a donc lieu dans 'intervalle te[— —}
w 2o
Q9.
3T
T 2 22_fr 2 4 4 .2 4
T T

autres technologies (Pompe a palette, a piston...). Par contre, la fluctuation du débit conduit a installer plusieurs

(Tentative de commentaire) La phase de compression représente les % de la période, ce qui est important par rapport aux
compresseurs en paralléle et déphasés pour des exigences de lissage.

Partie Il — Rapport volumétrique du compresseur

1.1 - Construction de la spirale F
Q10.

;;(s):(ff)s(“)} i (Hz;r):(C‘?S(”z’")}:[""S(“)]:;}(s). Donc u(s) est 2z _périodique.

sin (s +27) sin(s)

Jz—.;(s). Pour les mémes raisons, .f.;'(s) et I:.'"(S) sont 27 périodiques

A iﬁihf’(*‘)Dg[C?S(S)ssin(s)J o (S):e[—cgs(s)—ssm(s)J

—sin(s)+scos(s) —sin(s)+scos(s)

Q11.

M (s)M(s+2pr)=M(s)O+OM (s+2pr)=0M (s+2pr)—OM (s)

M (s)M(s+2pr)=e(-u(s+2pr)+(s+2pz)u’'(s+2pr))—e(-u(s)+u'(s))
M ()M (5 2p7) = e -it(s) + (s + 2p )i (s))—e i (s) + it ()

M (s)M(

s+2pr)= e2pru '(s)
u'(

”M (s)M (s+2prm H = ||e2pyr )” =e2pr ||,; (s )” = eZ,.O;T\/(—sin(:;))2 +(cos(s))?
”M (s)M (s+ 2;)71')” =e2prm
Vo = Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles EYT]
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Q12.
YT dle(—u(s)+su'(s Py Vi
dOM (e(u()+su())) - dOM .
a (s)z o =e(—u (s)+u (s)+su (s")) s (s)z—esu(s)
x(s)ze(—cos(s)—ssin(s)) donc x'(s)z—escos(s)
i (s o S dOM
y (?) = e(—sm(s)+s Cos (v)) donc ¥y (s) =—es Sm(s) (On peut I'obtenir directement par s (S))
s T 3—ﬂ 2 5—” 3z
2 2
x'(s) + 0 - — 0 +
x(s) e / e%r \—\ —es?ﬂ / e
y'(s) 0 + + 0 - - 0
}"(S) —er / 2er \e\ —3err
Q13.
d;)M (s’) = —esa(s) donc ;(s) est le vecteur directeur de la tangente au point M(s), quel que soit s
s
dOM

(s+ 2p;r)= —es (s + 2p;r)1;(s+ 2p7r)= —es(s+ 2p7r);t(s) donc .r;(s) est le vecteur directeur de la tangente

au point M(S+ 2pﬂ'), quel que soit s et quel que soit p e Z.

\ : R T
Donc, les tangentes a ‘f au point M (s)e_tM(s+2pﬂ') sont paralléles pour p € Z et pour s € [}T;Sﬂ'-‘r E}

Qi4.
s=r+kZ et M, =M r+kZ
2 2

. 3 dOM ( 3z 3z \~(( 37 3z 3y . (37 )= 3z -
1 M =M|— — |=—e| — |u| | — | |=—e—| cos| — |i+sin| — |j |=+e—
2 ds \ 2 2 2 2 2 2 2

La tangente a ‘F au point M, est verticale (portée par +}')
dOM

ds
La tangente a ‘F au point M, est horizontale (portée par —i )

k=3 M,=M [5—}?] dom [S—E]z —e[s—ﬂ]ﬁ [S—Ej = _85_;r cos[s—ﬂ]@r sin [S—Ej} = —es—x}'
3 2 ds 2 2 2 2 2 2 2

La tangente a ‘F au point M, est verticale (portée par —j)

k=4 M,=M 37) ‘f—M(M) =—¢(37)u((37)) = €3z (cos (37)i+sin (37) j) =+e37i
S

La tangente a 'f au point M, est horizontale (portée par +E)

k

k=2 M,=M 2x) (27)=—e(27)u((27)) = —e27(cos(27)i+sin(27) j) = —e2ni

Vo = Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles YT
© UPSTT - Toute reproduction interdite sans 'autorisation de 'UPSTI


http://www.upsti.fr

Modélisation CCP TSI 201 UPSTI Eléments de correction

QIS.

s)M (s+ 2p7r)—62p7m (s) donc:

M[;r+—+ 2p7rj (s,\_)M(s,\_ +2p7r)=e2p7r;'(s,\_)

. kr . |k
K —Ssin 7C+? s 7
MRM[JT+—+2])7T]—€2])7TM [ﬂ+?ﬂ]=e2p7r =e2pr

[ k;r] [kﬂ]
Cos| 7 +— —cos| —

2 2
MM (Jr+?+ 2p7r]— e2p7r[%1n (k;]f—cos(%r]}']

k=1: MM [Jr+l§+2p7r]=+e2p7rg k=2: MEM[;H%H 2p7r]=+82p7r}
3z - 4 -
k=3: MM 7r+?+2p7r =—e2pmi k=4: MM 7r+7+2p;r =—e2prj
Q16.
M21
o
Mzo

Mao

Les points M pour une valeur de k donnée et une valeur de p donnée sont numérotés Mkp
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1.2 — Vérification de I’hypothéese d’étanchéité des chambres
Q17.

La courbe de la spirale mobile Iy est obtenue a partir de ‘F par une translation de vecteur tournant v (r) , puis par une
symétrie par rapport a O.
Translation de vecteur tournant v (r) : OM (s)—)OM (s)+v(£)

Symétrie parrapporta O: m—(s’)+;(£) %—(W(s’)+;(£))

La spirale Mobile Iy (lieu des points N) est obtenue a partir de la courbe F(lieu des points M) donc:

W(s,t)z—(@_(shﬁ(z))

Qis.

X(Su__l (f)) ( Cog( S2k- ,(r))—su__l (r)gm( Sak- l(f)))
= x(sy, (1)) =e —cos[%—cor+(2k—l);r]—[%—cor+(2k—l)x]sin[%—wwr(z}c—l);rn

= x(sy,(1))=e —cos[%—ax+2k;r—;r]—[%—ax+ 2k;r—;r]sin[%—cor+ 2k;r—;rn

= x5y, (1)) =¢ cos(%—cor+2kﬁ]+(%—ax+2k7rjsin[%—wt+ ZkED—e;rsin(%—wHZk;r]

= x (5, (1)) =—x(sy, (r))—e;rsin[%—wz]z —x(s,, (1)) —excos(er)
or X (r, Sap (r))z —e;zcos(ax)—x(szk (I)), donc x(sg,\__, (L‘)) =X (t, Sap (r))

Q19.
0ON o-(0M (s)+v(1))  som . o dOM , | - OON dOM
s,t)= =— s)——I(t)=— s)+0 s, t)=— .
os (s I) os os (s) os (5) ds (s)+ Os (q I) ds (q)
Q20.
Le point M (su__, (r)) de la courbe ‘Fcorrespond, a I'instant t, au point N(I,SZ,\_ (r)) de la courbe T,
dOM

T ds (Slk_l (‘)) =—esy, (1) u (Slf«—' (I))

Donc, le vecteur directeur de la tangente a Fau point M (SZH (r)) est le vecteur u Sy |

cos[g—am(z;'c—l);:j cos[[%—wﬂrﬂm ] —cog[ ——a)t+2k:r ]

u(sgk_l(t))z = :”(Szk (I))

sin[%—wﬂr(ﬂc—l)rzj sin[[%—wﬂdkﬂ] ] —qm[[——a)IJrZIWD

Le vecteur directeur de la tangente a Fau point M (su__, (I))est le vecteur u( (I))

OON dOM (su (I)) =—es,, (3)’; (Szk (I)) :

= (1.5, (1)) =—

Le vecteur directeur de la tangente a I'; au point N(I., S (r)) est le vecteur ;(Su_ (I)) .

Les 2 tangentes passent par le méme point et ont méme coefficient directeur : les tangentes sont les mémes et les
spirales sont tangentes en ces points.

Le mouvement entre les 2 spirales est un mouvement de translation qui maintient, a chaque instant (au moins) un point
de contact entre elles.

Vo = Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles 11

© UPSTT - Toute reproduction interdite sans 'autorisation de 'UPSTI


http://www.upsti.fr

Modélisation CCP TSI 201 UPSTI Eléments de correction

1.3 — Calcul du rapport volumétrique théorique du compresseur
Q21.

det(a(s),a'(s)):de{

cos(s) —sin(s)

JZCOSZ(S)-FSH]Z(S) det(;(s),;'(s))zl

sin(s)  cos(s)

Q22.

det ()—A/f(s),dT(s) :det(e(—:;(s)—kst;'(S)),—es.f;(s))zezsdet(—r;(S)+S:;'(S),—r;(s))

det c)—A/f’(,s),"T(s) = e2s(det(u(s),—u(s))+ det(+su'(s),=u(s)) | = 25 (0+ sdet (+u'(5), -t (s)))
det O—A/f(s),dT(s) = exs2det (i (5),(s)

det| OM (s),dT(s)J:ezsz

Q23.

D’aprés les résultats des questions 17 et 19 : dct(m(t,s), agN (t,s)) = det(—(OT‘Vf(s)Jr ;(I)),— df:M (?)]
s )

det| ON (1.5).%

(1.5) zdet[O—M(s)Jr;(t),dW(s)J

ds

det ON(I,S),aa—(f,s) :det{W(s)Jr;(t),dﬁs—M (S)J:det[o—M’(s),dT (,G)J—kdet{;(t),dT(s)J

det| ON (I, s),

(I, s) = e252 +det (;(I),—esﬁ(s)) =252 + det[

—N(r,s) = @252 — @257 det[ COS(COI) cos(g)J

— 00
d N (t,s),
et 0 (I 5) —sin(ax) sin(s)

excos(wt) —escos(s)
—errsin (cor) —es sin (s’)

det O—N(t,ls),aﬁb(t,s) :825'(5—}T(COS(COI)SiIl(S)-‘rSin(a)f)COS(S)))

det ON(I,S), (r,s) =€2(52—Sﬁ'8in(s+a)t))

Q24.
Intégration par partie : Ibu (9) v'(s)ds = [uv]i - ru '(s)v(s)ds
Hypothéses : les fonctions u et v sont des fonctions dérivables, a dérivées continues.
Ici, on pose u(s) =g et v(s) =—Cos(s+ax) .On alors u'(s) =1 et v'(s) = Sin(s+a)£), donc:

Issin(lwa)r)ds = [—s cos(s+ax)}—j.—cos(s+a)r)ds :—scos(Ha)r)+sin(s+a)r)+cte

Soit la primitive de s — ssin (S+ax) est la fonction s —>—Scos(s+a)£)+sin(s+a)r) a une constante prés

Vo = Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles 11
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OON s) . (= . dOM
Py (r,s))ds—L!(f} dct{OM (s), o (s))ds)

e

Se (1) . Ss(r)
ezszds) = ?(Ih( ) s2ds — 72'_[ §sin (s + a)t)ds — L!m szds)

A , 3 1501
A)=5|| 5| Alsestsronsnsenif |5

Su(0) S3(r)

ﬂ(:):;{jwae{ow(f ).

A (r) = l(IS{,(!} gz(sz —srsin (s + a)f))ds _ J‘Ss(f}

5i(1) 5(1)

Or: sy (f)=§—ax+kx=%x—ax et s, (r)+ax= ZkH;z

7 9 11 13
donc: s, (I)z%—ax, S, (I)zf—ax, S5 (I)ZTE—COI et sﬁ(r):%—ax
avec: (£)+ax—%7r et sﬁ(r)+ax=%;r

On trouve alors :
. Se(1) 13 13 . (13 9 9 . (9
[—scos(s+a)t)+sm(s+a)t)] =—| —7-ot (t)cos — 7 |+sin| =7z |+| =7 —at |cos| =+ ot |—sin| =1
$4(0) 2 2 2 2 2 2

[—scos(s+a)t)+sin(s+a)t)] ({} (-0+1+0-1)=0

Salr

e )55 (5 (- 2]

Y 9}1"3 5;"3'.3.
- = +] = s 3 s
[2] []J (1P =7"-9'+5") 384 48
( 3 3

" 8(64-8-27+1) 830 30

Le rapport volumétrique est r =

)
8
.5

1.4 — Validation de la performance attendue pour le rapport volumétrique
Q27.

r=1.6>1.5 donc le rapport volumétrique attendu est bien obtenu par cette modélisation.

1.5 — Critique du modeéle

Q28.
Dans le cas ol I'étanchéité entre les spirales fixe et mobile n’est pas totalement effective, alors le rapport volumétrique
chute. L'objectif de rapport volumétrique attendu peut alors ne pas étre atteint.
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Partie lll - Méthode de détermination des masselottes additionnelles

l1l.1 — Mise en place de la problématique
1.2 — Modéle simplifié

111.3 — Modélisation des caractéristiques d’inertie de la spirale mobile (2)

Q29.
dOM - dOM - . dOM
"~ (s)z—e:m(s),donc . (9) :es"u(s)”zes\/cosz(s)Jrsmz(s) et . (s)|=es
Q30.

”OM ”—e\/(—cos(s)—ssin(s))2+(—sin(s)+scos(s))2
”OM s H:e cosz(s)Jr:;zsinz(s)Jr2:;(:03(5)sin(s)Jrsinz(:;)Jr:;zcosz(s)—2:;(:()s(s)si11(.«;)=.9\/1+:;2

La longueur [ de la spirale fixe est :

=‘0M[5;r+ ) ||0M ”—e l+[57r+ )—gJH;ﬂ donc : z{ l+[“7ﬂ)\/l+f(2}

Q31.

12172

La longueur [, de la spirale mobile est : [ = e{ I+ -1+ JTZJ. La masse m, de la spirale mobile est : m, = o, -1,

12172
ou mzzoz-e[ 1+ 4” —\/1+EZJ

2
m, =6.5-0.008- {J 12:1- \ll+;r2)z6.5-0.008-(J302.5—~/1_1)x6.5-0.008-\j302.5z6.5-0.008-d3-1%z6.5-(

m, = 6.5-0.008-20~ 6.5-0.16 1

La masse m, de la spirale mobile est d’environ 1kg.

111.4 — Détermination des actions mécaniques dans la liaison pivot entre I'arbre moteur (1) et le bati (0).
Q32.

;(G.,uo){"f“ﬂdﬁnl o Ng[di[%}

dx, dy -
Or —‘) 6’10}1 et{ ‘J =—0,,x,
{ dt dt .

- dé v . e
7(G,,110)=g, {#J = 8|(9my| —6’,‘0xl) or 6, =0 donc }/(G,,IIO) 8,6, %,
0
Q33.
- 200 d e;+gﬂ_’ dlex) . n
7(G,.210)=| L2965 a0G,| | _|a[dlexnran)| | |afdl ')+0 _e| 4| 4N
- dr? . dr dt 0o dt dt dt dt dr| dt oJs

7(G,,210)=—e6} x,

Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles
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Q34.

R,(S/0)=R,(1/0)+R,(2/0)=—my(G,1/0)~m,y(G,,2/0)=—m,g 00 x, ~m,eb x,
F(S / 0) (m 8 +m,e)6’m_;
Q35.
E(O,IIO) zl(O,l)-ﬁ(1f0)+6 car O est un point fixe de R,
A 0 -E 0 -E_b,
a(0,1/0)=| 0 B 0 10 = 0 (0,1/0)==EB,x, +C\6,2,
B0 Gz o)z GO )
Q36.
3‘(0,1;"0)2 {;—T(O,UO)J +0 car O est un point fixe de R,
0
S(O,UO)Z d(_E'g'”x'+C'ﬂ"Z") d- E|t9mx| + dcgn‘vn =-E, dgl(]‘xl 40
dt dt . dt dt .

5(0,1/0)=-E@,y,

Q37.

Dans un mouvement de translation, le moment dynamique est nul en son centre de gravité : 5(G3,2;"0) =0

Q38.
3(0,2;"0)2(75((?”2;"O)+E’/\E@f0)=6+(e;|+g2;0)x\—mzegnx] =-—g,m, eé’m(x A X, )

B(O, 2/0)= —g,m,eB’ sin 6,2,

Q39.
5(0,810)=5(0,1/0)+6(0,2/0) 5(0,810)=—E,y, - g,m,ed} sin b, z,

Q40.
» Systémeisolé: § = {1,2}
» Bilan des actions mécaniques extérieures :
e Le poids des piéces 1 et 2 est négligé
e L'actionde 3 surl et 2 est négligée
e L'actiondufluide sur 1 et 2 est négligée

Xl(] 11(]
e Laliaison pivot entre Oet 1: {‘_7;_”} = Y, M,
o Zm 0 By
0 0
e L’'action du moteur sur1: {‘_7:"”_,, } = 0 0
o L0 Cm X

e PFDappliqué en O, as, dans R, supposé galiléen : {‘_7;_}5, } = {Z?wo}
Or E(S / 0) :_(mlgl +n128)6’|%);; = _(mlgl +n128)9|%) cos Qm;o’_(mlgl +mze)6’|%) sin Qm;(;
et 5(0,5/0)=—E 62y, — g me6} sin6,,z, = E,6%,,5in 6, x, — E,62,, c0s 6, y, — g,m,e6 sin 6, 2,
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’Xm +0= —(mlgl + mze)é'lf] cosd,
Y, +0= —(m,g, + mze) 6’,:] sin@,,
Z,+0=0
L,+0=E® sin6,
M, +0=-E®0?, cosb,
| 0+Cm= —g,m,ef; sin6,,

X0, Yo, Ly, M, sontvariables dans le temps car elles dépendent de &,,.
Le compresseur n’est pas équilibré.

Q41.
Avec des masselottes rajoutées :

e aunedistance d de O, de telle sorte que —(mlgl +mze)+m

Masselotte

d=0, X,, et Y, seront nulles.

Le centre de gravité de 'ensemble S' est alors sur I’axe de rotation (O, zo) (Equilibrage statique)

A, 0 0
e detelle sorte que la matrice d’inertie de 'ensemble soit de la forme : / (O,S ') =0 B, 0 ,
0 0 C

[‘1 ~."1I ‘:UI}

L, et M, seront nulles car les produits d’inertie sont nuls. (Equilibrage dynamique)

Q42.
Hypothése : 'inertie du joint d’oldham (3) est négligée. Le mouvement de 3 par rapport a O est une translation rectiligne
cyclique suivant y, . Cela influencera Y,,, mais pas X,,, L, et M. L'influence sera d’autant plus faible que la masse

sera faible.
Cette variation ne peut pas étre annulée par des masselottes pour équilibrer le systéme
Hypothése : les effets de la pesanteur sont négligés. Concernant 1, si la piece est équilibrée, Z,, support cet effort

constant. Concernant 2, le centre de gravité étant mobile, L,, et M, seront sollicitées de maniére cyclique. Ici encore,

I'influence sera d’autant plus faible que la masse de 2 sera faible. Idem si on prend en compte la pesanteur sur 3.
Ces variations ne peuvent pas étre annulées par des masselottes pour équilibrer le systéeme

Hypothése : les actions mécaniques transmises... Les actions transmises par les 2 liaisons glissiéres provoquent des
sollicitations cycliques qui affecteront X,,, ¥,,, L, et M,

Ces variations ne peuvent pas étre annulées par des masselottes pour équilibrer le systéme

Le modeéle proposé permet de déterminer des masselottes afin d’équilibrer au mieux le systéme. Des écarts entre
I'équilibrage attendu et I'équilibrage réalisé viennent des différentes hypothéses faites. Ces écarts seront d’autant plus
faibles que les masses, les inerties et les actions mécaniques mises en jeu seront faibles.
Cette modélisation convient pour I’étude de I'équilibrage effectué avec des masselottes.
Pour un équilibrage plus efficace, permettant de limiter les écarts entre théorie et réalité, il faudrait :

e Affiner le modéle afin de prendre en compte les phénoménes négligés.

e Utiliser une solution d’équilibrage plus complexe.
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