teaching sciences for innovation

Proposition de corrigé

Concours : Concours Commun INP
Année : 2021
Filiere : TSI

Epreuve . Modélisation

Ceci est une proposition de corrigé des concours de CPGE, réalisée bénévolement
par des enseignants de Sciences Industrielles de l'Ingénieur et d’Informatique,
membres de [I'UPSTI (Union des Professeurs de Sciences et Techniques
Industrielles), et publiée sur le site de 'association :

https:/www.upsti.fr/espace-etudiants/annales-de-concours

A l'attention des étudiants

Ce document vous apportera des éléments de corrections pour le sujet traité, mais
n'‘est ni un corrigé officiel du concours, ni un corrigé détaillé ou exhaustif de
'épreuve en question.

L'UPSTI ne répondra pas directement aux questions que peuvent soulever ces
corrigés : nous vous invitons & vous rapprocher de vos enseignants si vous
souhaitez des compléments d'information, et d vous adresser & eux pour nous faire
remonter vos éventuelles remarques.

Licence et Copyright

Toute représentation ou reproduction (méme partielle) de ce document faite sans
'accord de 'UPSTI est interdite. Seuls le téléchargement et la copie privée a usage
personnel sont autorisés (protection au titre des droits d’auteur).

En cas de doute, n’hésitez pas a nous contacter a: corrigesconcours@ upsti.fr.

Informez-vous !

Retrouvez plus d’information sur les Sciences de I'lngénieur, l'orientation, les
Grandes Ecoles ainsi que sur les Olumpiades de Sciences de I'Ingénieur et sur les
Sciences de 'lngénieur au Féminin sur notre site : www.upsti.fr

L’'équipe UPSTI

©UPSTI - Lycée Chaptal 45 bvd des Batignolles 75008 PARIS - www.upsti.fr


http://www.upsti.fr/
https://www.upsti.fr/
https://www.upsti.fr/
https://www.upsti.fr/nos-evenements/sciences-de-l-ingenieur-au-feminin
https://www.upsti.fr/nos-evenements/olympiades-de-si
https://www.upsti.fr/espace-etudiants/s-informer
https://www.upsti.fr/espace-etudiants/s-orienter
https://www.upsti.fr/espace-etudiants/les-sciences-de-l-ingenieur
mailto:corrigesconcours@upsti.fr
https://europa.eu/youreurope/business/running-business/intellectual-property/copyright/index_fr.htm
https://www.upsti.fr/espace-etudiants/annales-de-concours
http://www.upsti.fr/
http://www.upsti.fr/

CCINP - TSI - Modélisation Etude d un systéme dish-stirling Session 2021

Etude d’'un systeme dish-stirling

Corrigée UPSTT

PARTIE I —MOTEUR STIRLING « DOUBRLE
EFFET » DE TYPE

T .l -Modélisation de la chaine thermomécanique
Modéle mécanique d’un moteur Stirling « libre »Titre 3

Q1)

La surface de contact entre le déplaceur 1 et du bati 0 est cylindrique.

La liaison cinématique entre 1 et 0 est une pivot glissant d'axe ({), x;):

0 0
{gn—n}: Yoo Moy
o Zos Ny (5. 7aa)

Q2)
On isole le déplaceur 1:
Il est soumis a:

0 0
s Action du bati sur le déplaceur : {gﬂ_}l}z Y, M,
0 Zyy Ny (% 70.7)
(p.-S 0
¢ Action du fluide de la chambre chaude surle déplaceur : {9;(,_},} = 0 0
oL 0 Vgss)
_p‘f .(s‘_Sim) 0
¢ Action du fluide de la chambre froide surle déplaceur : {g;f_“}: 0 0
0 0 ——_
o l"‘l'.“ll"‘-{l)
- luh ’ Sim ﬂ
e Action du fluide de la chambre B sur le déplaceur : {‘Zfa—n}: 0 0
o ﬂ [-"u.- ."'l; ':ll.j
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Q3)

On applique le Principe Fondamental de la Dynamique au déplaceur 1, au point O, dans &, considéré galiléen:

La relation est obtenue par le théoréme de la résultante dynamique en projection sur xn'
d’x, (1)
bodr?
On obtient: % (r) = €. (S P, (r)— (S -8, ) P, (r)— S..p.- P, (r))
m _

=p-5- Ps- (S Slm) Py S

Modéle thermodynamique des gaz

La relation du gaz parfait donnée est correcte, mais r n'est pas la capacité thermique massique.
Cela n'engendre pas de probléme particulier sur les résultats attendus.

Q4)
-V .
Aveclarelation p-V=m-r-T,onam= PY donc m, = % Vs et m, = Pe
r-T ; -”'Tf r-T.
= 2ol . piVy bV
m=m;+m_+m_or m_estnégligeable devant les autres masses, d'ou m = +
rf, rI.
Ilvient: m-r= PV + PV,
T, T,
Q5)
-V . Vv
Ona p(r): p. =D, et ;. — P}f F _‘_IL,-?::V‘.- . 9, p(r) [F:"‘%}
m-r
Final : =,
inalement p(r) ﬁ 1 )
T, T,
Q6)
x, (1) = xjcos(amy)
x, ()= xcos (at+@)
p(1)= v, Y
A{HEI (r)+-= xs(r)J
On sait que = l—x+n(x) Comme iJc (r)+ix (r) <<l :
q 1 -3 : Aﬂ 1 "40 3 :
m-r A A, m-r mer-A mer- A, A
plt)=——m l—[—x 1)+—x. r}Jm—— —L.x (1)- t
=21 Do () B )P
Donc p(t)=~ p,—k -x,(t)—k,-x,(r).avec p,= ﬂLk, S :‘ A' et k, :L.r; 4
A A A
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Modéle thermodynamique des chambres adiabatiques B et M
Q7)

Rt
Aveclarelation p-V” = cste, ilvient p, (1)-(V, (.r))? = p;]-(vb")? dot: p,(r)= pf-[i—”}

b

Q8)
Le volume de la chambre B dépend de la course du déplaceur 1: V, (r) =V'-x (r) S -

) (r): e V—"ﬂ y
P P Vbn_‘rl (r)'sim

Q9)

_ 0 v, r_ 0 _ 0 1 \_Jo _Sim'xl(r) N
Py (.“)— Py [%n_xl ('r).Sim] =P X, (I) =D [ S x, (.“)T =Py [l V)
T l-———=

V 1’,;0
On sait que (l+x)a j01+m‘+n(r).C0mme Lj‘;'(r) << :
x p

b

R e Al et 10

Pg e Sim

Donc p, (t)= p, —k,-x,(t) avec k, = - 0
b

Modeéle thermodynamique du moteur Stirling « double effet »
Q10)
£ ()= K- ()4 K, %, (1) 4D, 1, (1) 4D, - %, (1) —L—...
p’X,(1)=K; - X,(1)+K,,- X, (1)+ D pX,(t)+D,,- pX, (1)
. , 1
5 (1)= K (042K, 3 (0)+ Dy (04—, () — s

3

p’X,(1)=K, X,(1)+2K,,-X,(t)+D,, pX, (r)+ F_(1)

Q11)
Un systéme asservi est stable si et seulement si tous les poles de sa FTBF sont a partie réelle strictement
négative.

Le systéme est instable car les poles p, et p, sont a partie réelle positive.
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T .2 - Commande du moteur Stirling « double effet »

Q12)

Le correcteur installé est un correcteur a action intégrale et a double avance de phase.

Le correcteur a action intégrale permet d’ameéliorer la précision du systéme. Par contre, I'effet de
déstabilisation est important.

C’est pourquoi on I'associe a un correcteur a (double) avance de phase, qui agit sur la stabilité et sur la bande
passante.

Pour synthétiser, 1a précision est assurée par I'action intégrale, et la stabilité et 1a rapidité sont assurées par
I'action du double avance de phase.

Q13)

Le systéme est stable, la sortie tend vers une valeur finie.

La rapidité du systéme s'estime avec le 7;,, . Par construction graphique, 1r,, = 0.12s

La précision est parfaite, puisque la sortie tend vers I'entrée.
Concernant I'amortissement, la réponse n’est pas classique :
Soit 2 approches possibles:
* lasortie ne présente pas de réel 1¥ dépassement. On peut considérer que le 28me dépassement est plus

1-0.7 —30%

important, et qu’il est caractéristique : ‘D,%‘ =——=10.3 soit |Djra.
2 1 2

. . . N . . . . éme
» |a sortie est toujours inférieure a I'entrée, donc pas de dépassement. En faisant I'analogie avec un 2™~ ordre,
le coefficient d’amortissement £ est toujours supérieur a 1.

PARTIE I I —- ETUDE D’UN
CONCENTRATEUR SOLAIRE

T .3 - Equation de la surface réfléchissante

Q14)
Les lois de la réflexion s énoncent ainsi :
¢ le rayon réfléchi, le rayon incident et la normale (au dioptre) sont contenus dans le plan d'incidence ;

# |es angles incidents et réfléchis sont égaux en valeurs absolues ; &, et &, vérifient: &, = —&, .

En projetant: ¢, =cosa@, -n+sina,, 't et —¢, =cos g, -n+sing, -t
Soit: ¢, —e, =(cosaR -n+sin g, -.*‘)—l—(a::(:-.‘;{zJ ‘n+sing, -r)zcos(—a;)-f':+sin (-e,)-t+cosa, -n+sing, -1
e, —€, =cos(a, ) n—sin(a,)-t+cosa, -n+sing, -1=2cos, - n

Or cos (@, )=—e,-n donc: e, =¢, —Q(E; -n)-n:

Q15)

a)

X=r-cos (6')
y=r-sin(8)

En coordonnées cylindriques, {

E;(E') = cos(ﬁ)-_{:+sin(5)- jet %(6‘) =—sin (9)-;—0—(:05(9)-}
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b)

L'énoncé donne: G(r, ﬁ,z):G(x(r,ﬁ),y(r, 6’), ) donc —(r o, )——( (r 3) y (r 6') )

Or Z ne dépend pasde &.Donc:

)_

((rﬁ?))(i 6') )

Or —x(?‘.fﬂ')z —r-sin(ﬁ?) et —.(r. 9): r-Cos (6)

g(ﬁ')‘

a—g(hﬂ.z): re

2—(;(}',6',;) =r-

c)

( (3 6') j(i 6') )r &1n(6')+—( (} 6') }(3 6') )
—E(I(hﬂ}y(r.ﬂ). ) &1n(t§')+—( (r 6') }(r 6') )

= 9)+—( (.0).(-0).2) 2 O (3‘,6)+Z—4‘?(x(r,3),y(r,9),2)-[}

% (1(1.0).5(-.0).5).0
% (5(0).5(0).2)0]

oG
—(x(r.0).(r.6).2) % (x.3.2)
Sé —sin (6') gx —sin(ﬁ')
—(.\:(r, 6'), y(r,ﬁ'), z.) .| cos (6) =r- —G(r Y, z.) | cos (6')
» 0 Oy 0
oG
o (x(r, 6'), y (r, 6'), z.) Z)
Finalement : 2—3 (r.0.z)=r- VG (r.0.2): e;
:—£ = —E:_*:~ et les rayons incidents passent par le point M , donc ils sont portés par

= ['apreslafigure 9, ¢,

(M.e).

Or FM est dansle plan (F.EF.E:) par construction de ce repére, donc le point M est dansle plan

(F.Er. e. ), donc lesrayonsincidents sont dans le plan (F. Er.e:).

— —_—

e [ est supposé concentrer, aprés réflexion, les rayons lumineux initialement dirigés selon —k (: —e_).

Donc les rayons réfléchis sont portés par (M M )

Or FM estdansle plan (F.EF.E:) par construction de ce repére,

donc les rayons réfléchis sont dansle plan (F.Er. €. )

+ [apréslalois de réflexion de Snell-Descartes, le vecteur normal a la surface S, 11 est dansle plan

Donc n n'a aucune composante sur ¢, et n est dirigé par le vecteur VG(!‘. 19.;).

D'oit VG(r,6,7)-¢, =0 donc g(r. 6,z)=0.

La courbe S, décrite par I'équation cartésienne G(J:. ¥, z) = () ne présente pas de variation suivant le parameétre & :

S, est une surface de révolution d'axe (F . E:') .
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Q16)
dFM
ona: 7=—4r FM =r-e +g(r)-e. etn=tne,.
dFM
dr

Cd r-€+g r)e. — - = o
rdFM— ( ) m):€r+j_g(r)'3::Er+gl(r)'ei
r

dr dr

. . |ldFM > - I ~ =

Donc, avec les notations proposées, =4l+g". Donc: 1= —1-(@_ +g -E:)
I+g"
De plus:
- - - - - 1 - - g' -
n=itne e, +ghe |ne,=———:(e ne, |+ e e,
5‘\/?( ~)"5' l+g"( 3)”( )\/7 \/HT()
Soit: n g c—+ Lo
Q17)
On admet que le point F n’est pas sur la courbe C,, donc HFM H z0etg (0) #0.
a)
. N —  MF

Par construction sur la figure 9, le rayon réflechivade M vers F'.Onadong, ¢, = W .

Par construction sur la figure 9, le rayon lumineux incident est suivant la droite (M , €. ) .Onaalors —e_: =e.

-2 i) son M (2= 2(7) 7).

D'apresla Question 14, ¢, = ¢, — 2((?; -n)-n ,donc — =

o [
M — — s
Finalement, H =e — 2(6: : n)- n
M
b)
p— g' l
Ona: n=- Deplusrz n=——,donc:
1}l+g \fl+g 1+ g"
- M, 2 ' —. 1 -
e.—2|e.-n)-n=e — | = e+
— — - 2.9' — 2 —
e_—Z(e n) n= g, e +|1- — |-e.
: l+g"= ° I+g“ ) °
UPET, Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 6
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c)
FM r-€+g(r)-e re+g(r) e FM r — g —
== — ,donc: = e, t——"¢,
i e I i 7 I T T
d)
2
En combinant les 3 questions précédentes: - — (#)et 3g - =1- = (**)
Jr‘+g 1"‘3 -Jr‘+g‘ I+g"
r(l+g" S
D’apreés (*), g':Q.Or rz0,et 24r"+g° >0,donc g'=0
2 r +g°
De plus, toujours d'apres (*) : 4 g= 28 g
‘ Jri+g’ I+g"
donc g = 28 - g. Or:d’aprés[**):L: g -1

Jri+g’ Cl+g” Jrit+g’ I+g"

E_l 2 P
donc g — |- r= gz-g,
l+g" l+g'

donc (g'g—l)-r:}g'-g

Donc: r-g”—r—2-g"g=0 avecre ®,

Dong, en considérant r # 0 et en divisant par r : gh-2.= Eh g¢'—1=0,pourtout re B,
Q18)
a)
2 2 24,2
x2-2.5.X ~1=0. calculons le déterminant : QZ(Z i] —4-1-(—1):4-[[i] +l]:4-g -
r r r r
2.8 4 [4. 810 -’+r-’
A >0 et les 2 solutions réelles sont: X, = —- 5 r -84 |8
r

X|:£>{} car y/g* +7° >|g] et £<” car /g + 17 >|g]
T
r

Donc la seule solution positive est: X =

b)

* + 2+F2
CommeX:g'et g'}{]surR+: g':£
r
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c)
h(r): g(r),avec r=0.
r

- 3'(?‘)-2—8(*‘)

Alors h'(r soit r*-h'(r)=g'(r)-r—g(r).

or = EEH o oy BONEOT | =

Finalement: r*-A' (r)=r- 1’!1 (r)+1 soit, Vr >0, Ji - car.,ﬂh (r)+1%0.

W (r)+1

, , 1
Donc h est solution de I'équation différentielle =— sur
— r

sjl+h

Q19)
a)
. . kr 1 '
Soit X € X, . On note v la fonction : r I—)——E définiesur &, .
%
2 2.2 2.2
Alors: vz(r):[E_Lj :k_r_2 kr 12 - Lo _l+%
2 2kr 4 2 Zkr 4k-r 4 2 4k°r

, o1 ke 1Y

Donc: 1+v*(r)= +—+ N
4 2 4k’ 2 2k
1 k 1

0 t \f1+v OorkelX, etrelt, d ../1+ ——+—: =+
n peut écrire: ( [ ] r e onc v (r) > o r [2 Zkrzj

k 2k
Orv'(r)=—+

( ) 2kr®
; v'(r) |

Onadonc ,/l+v(r)=r-v'(r), soit —m—=—. v _est donc solution de I'éguation différentielle

v ( ) ( ) m - Y.
(15)
b)

: 1 ) .
Les primitives sur B, de r — — sont les fonctions définies sur 2, : r = In (r)+ A avec Ac &
r

c)
L'équation a résoudre est: Y+m =A,avec Ae R,.
Y+41+4¥ = A donc I1+Y' =A-Y
donc 1+Y*=(A-Y)’
donc 1+Y’=A’-24Y+Y*
donc 1=A’-2AY

A’ -1 A 1
donc ¥=—— car A#0 Finalement ¥ =——-—
24 2 2A
UPST. Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 8
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d)
L'énoncé donne la fonction H :r+— In (h 1+ ) définie sur It ou / est solution de (15).

2hh' h' ;
e (1+h* +h
H'(r):(h+ l+h): +2J1+h3:\/1+h3( * +): B _v'_l+h3+h

h1+ 1 h+1+4 h1+ 1 N1+0 h+1+1
hl

JI+i7

1
Puisque / est solution de (15) H '(F) ==
r

Donc H'(r):

e)
1
H.(F):;.

Dong, d’aprés la question b), H (r) = ln(r)+ A avec A€ [E, donc In (h +1+ A’ ) =1In (r‘) +Aavec Aeli

3 |.|L|lJ'HW1 - e 3 %
]n(h+~,‘l+h'): ]n(r)+,% donc ¢ ' P2 g = 0o qone h+/1+h* =r- &, avec r € E,et AR,

En notant k = ¢*, d'apreés le résultat de la question c) que l'on peut appliquer avec A = kr, puisque kr >0 :

k?’ I. ¥ *

hir)=——-——avecreE, etkelk_ .

(r) 2 2hr A i
f)
D’aprés les résultats des questions d) et e), si & _est solution de (15), alors / s'écrit r — kr_ gy avec ke R,

. = o
Or, d’aprés le résultat de la question a) cette forme de fonction est solution de (15).
Donc les solutions de (15) sont les fonctions définies sur E, par r+— % - ﬁ avec ke R, .
— (r

Q20)

g(r)

On rappelle que £ (r) =——=,donc g (r) = h(r) r.
r

La question précédente a permis d'établir h(?) _kr_ L Donc g (r} = k_rz_ L

1 ) P 2 2k 2 2%
On rappelle que pour M dans C , FM =r- ;r—kg(r)-e—: . Donc, pour r=0, FM = g (0).-3— .
De plus, pour r =0, ﬁ:—f-e_:,donc g(ﬂ):—f.

Comme g(r): %—% alors g({}): !

2%

Donc: f= !

e

2kr* 1 r 1 r

Or g(r)= -—= —— Donc: g(r)=—-f

(r) 4 2k 41 2% ()4f

2k

UPET, Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 9
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Q21)
La courbe C,_ estI'ensembledes points M de paramétre r € J_'{L: tels que FM =r- E; +g (r) . ; .
renm g(r)enm
0 g(0)=—7 g(0)=-5 2(0)=-5.0
2 12 1 g (1) =—495
1 sW=g77/ | &()=3573=3573=005-5 | ¢ (1)=-5020.1 pres
consigne contestable ici
2 3(2)=2—2—f 3(2):2—2—5:1—5:02—5 g(2)=-48
4f 4.5 3
2 3)=-4.55
3 (@)=t | e(3)=m5=2 5= 0453 5@
4f 4.5 20 g(3)z—4.6 a 0.1 pres
4 4 4
4 4)=—-— 4)=—-5=—-5=08-5 g(4)=-42
f@=1-s | e(@)=test e
52 52 5 g (5) =-3.75
5 S)=—~ =——-5=--5=125-5
sB)=37 1 | eB)=gE =g ¢(5)=-3820.1 pres
courbe C, courbe C,
0 5
0 2
1 4
E - -
E 2 E = 3
% 3 - : 2
‘A
e na S
-5 0
renm 5 4 3 2 1 0
glrlenm

Ona: g(r):%—

fetg '(-") = % d’apreés la question Q20).Donc g (3) =

i:{)j

2-5

Donc la tangente est dirigée par le vecteur (1,0.3) donc lanormale, perpendiculaire a la tangente, est dirigée

par le vecteur (—0.3, l) .

UPST)
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Q22)
a)
L'énoncé donne FM = e(@)- Ef—w(: o l?_q;) Or, en projetant, % = —cos()- E +sin (@)Er :

Donc FM = p-(—{:{)5(1;0)-5;+sin(go)-E,_.)z p-sin(go)-c_?r:—p-cus ((,p)c_?

S — { r=p-sin(@)
Précédemment, FM = e, tz-e. . Par identification, il vient :
) z=—p-cos(@)
b)
L'énoncé donne z =g (r).0r g(r)= %— f.donc z= %—
. . - (p-sin(e))
En utilisant les résultats précédents, —p- cos () = T —f
Donc i (1;0)
p est solution de p° - ———=+ p-cos (qp) =0
c)
Si ¢p=0,l'équation devient p— f=0,et p= f:L
p= e T l+cm(ﬂ).
. 2 sin (f.v)
Pour @= 0, calculons le discriminant: A =cos” (@)—4- (=f)=1
. N —cos ()£l
donc les solutions de I'équation sont: p, = ———5+——
, sin (@)
2 —4f
0rp>0,d0ncp:2f-w:2 eos(@)+l e —cos(@)+
sin” (4;0) l—cos” ((0) (l —COS (1;0))([ +cos ((,p))
Donc: p(qo)— ( ) avec Qe ]0;7![.
C 0)=—2L Final = 0;
omme p( ) m inalement : p(@) m avecgoe[ ,.7?[
Q23)
D'apréslénoncé, r, = f.Donc z,, = %—f = f_f_f = ':— = —%f
. T __ Pusin(@,)
D’apreés la question précédente, { = P 5in(@,) , Soit L P, cos(®,)
zm = _JG.JR - COs (‘;Om) -

P+ =(p,sin(@,)) +(p,-cos(@,))
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s '
. ——=—tan(g,) 4_ ~ tan(g,)
= —tan(g,) o 3
Et <z, .Enremplacant et z_, 4 , soit
Tt 20 = P, fzJ{_%f] = p? f° [ J o
4
tﬂ“(%)zg an ()=
Donc 1649 Finalement: 5
-2 po=p(8)=2 1
, A sin(@,)= SL 4
Hln(‘p‘”):p— _f Sin((pn:):_
De plus ", soit 34 | et finalement : 53
cos(g, )= p‘" cos(@,)=— [— n f] = cos(@, )= S
m —_— f i . -3
4
Q24)
a)

Par définition, (MTP e:) = ||FPH HE_‘?’H - COS (}lﬁ’, ;;;) , or I'angle entre MP et e; est &, (le signe n'a pas

d’'importance ici) et ¢, est unvecteur unitaire, donc HE‘?H =4

On retrouve (EP e*:,)z = IIJ'.TP"2 -cos” (e)

b)
FP= X-E:+}’-E; et m:p-e;
MP=MF+FP=-p-¢,+X ¢ +Y-e,.

P2y ==p- (-2 £ X (€1 ¥-(-20) =14+ X cos| T 7 -0=—p 4 X sin o).

(FP-%)E = (X -sin (q:l)— ,v::')2

c)
FPz—p-%+X-e—r+}’-e—6=—p(—cos(¢)-€+sin(@)-E;)+X-e—r+}’-%

TP = (X p-sin(9))- & +1 -+ p-cos() 7
||EP||2 :(X —,¢::,n..‘;i11(‘_;39))2 +Y° +p2 -cos” (‘p): X2_2.X 'P'Sin(@)+p2 .sin> (4;39)+Y2+p2 . cos> (‘p)

"EP"_ =X*=2-p-X-sin(@)+Y’ + p’

UPST,
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d)
(FP.%’)E _ HFPHE . cos> (an) ot (FP ;g;)z _

(X -sin(g)-p)".
Donc "J'.»TPH2 -cos” (@)= (X -sin(gp)- p)z.

Avec le résultat précédent: (X3 —2-p- X -sin(@)+Y* +‘,02)--;:«:.~52 (a,)=X?-sin’ (@)-2- p- X -sin (@)+ p*
X?-cos’(@,)—2-p- X -sin(@)-cos® (&, )+ Y*-cos® (&, )+ p*- cos® (@)= X*-sin* (@) —2- p- X -sin (@) + o’
X* -(Cﬂﬁg (e, )-sin’ (@))+2-p- X-s.in(qrrl)-(l—rms2 (aﬁ))+ Y*-cos’ (.::J;'ﬂ,)—‘,oj-(l—ms2 (&;})):{)

X7 (cos” (¢ ) sin’ (@) +2-- X sin()-sin® (@) +7"cos’ () 9 sin’ () =0

Remarque :
Cette équation n'est pas homogéne. La rendre homogéne pour répondre a la question semble impossible, car ¢, et p ne sontpas

nuls. Les calculs @ mener pour obtenir la forme proposée dans la suite de I'énoncé (pas demandé ) sont donnés d la fin, en annexe.

Q25)

P > A i
La quantité I" Y (X )dX représente un quart de I'aire délimitée par la courbe CW. On note T‘” = Iﬂ Y (X )dX

ona {X :ﬁ-cos(r}

T i '
- avec t €| 0;— [, pour l'arc considéré.
Y=b- sm(.f} 2

On en déduit ;

dX:—&-sin(r)dr.Deplus X =0 pour r:% et X =d pour t=0.

En effectuant un changement de variable : J‘;}’ (X)dx = —E Y(t)-a-sin(r)dr = J‘f Y(t)-@-sin(r)dr .
2

A LT LT . E1—cos - si 3
Donc f = I‘f b-sin (r)-ﬁ-sin (.f)d." = _[DE a-b-sin’ (r)a‘r =a-b '.[.}2 : CU; (2.") di = 02}? -|:.f— °h gzr)l .
~ sin [2- E]
e _db |7 2 —[{}—Sm(z'n)] _abz lvient: A,=a-b-7
4 2 |2 2 2 2 2 L
Q26)
a)
. . . d;.;; . - - a'eq; 3.2 2
e, =—cos(@)-e, +sin(@)-e, donc o =sin(@)-e. +cos(@)-e, et T = \/sm (@)+cos” (@) =1.
&
Donc — _est unitaire,
de
— de, N — — | |
e, .d—; = (~cos(@)-e. +sin(@) ¢, )- (sin(¢)-e. +cos(g)-e, )= —cos(@)-sin () +sin (@)-cos(¢)
— de,
Donc egp-j =0.
@
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€y

de

b)
dFM
ds =||—— d.
=g (D)4
0]’ Fﬂ‘i‘:p.g_‘ donc dm(@):d(pE;):d_p;+pd_€;:d_p;+pd_ﬁf:ple_’+pd_e;
¢ d dp ° dp do ° de ¢ '
de, de, de,
ﬂ(@) o e +p- a'_qp .Or " H—let d‘; =1.De pluse de Gdonce orthogonal a
R dFM 2 2 2 2
Ainsi: d—@(qo) =\Jp"+p° et d.‘::q}p +p0°de
q)
Ona établi,ala Q22), que p(qp): _
’ ' l+cos(q))'

2-sin[

[

3)()

d_p( )= —2f —sin(¢) __2F sin(¢) - o(@)- sin ()

(l+cus(q)))2 B l+cns(q9) l+ms(go) a WS(@): p((ﬂ)_

j_fp(@):p(@.Z.SiU[%J-cos[%pj_ .ﬁ—p(@.taﬂ[g}

= ( ) —
2o 2) & cor( 2]

On obtient, avec les notations proposées: p'= o-tan (%HJ

d)
dP = ZK-I?-f}ﬂ-%-CDS[%j-r-dS.Or ‘iw:ﬁ-!;-ﬂ'r et d’.s':,}p'g—i-pqup_

&

D’apreésla figure 12 (b),il vient: r = "Hf” sin (qp) = p(q;p) -sin (1;39)

Par définition, d(¢)= p(ﬂ:zga") et b()= p(@) tan(e,) et par ailleurs, p(¢) = 1+Ci,{(¢)
On en déduit :
2f

A =d,-b- 7 avec p(ﬂ):T((})_f a, = f-tan(e,) eth =f- tan(a,).

.Zlq, —d-b-m avec a(p)=———"——— p(qa) n(a) et !;(1;39): p(@)-tan(a,)

CDH( )

ainsi: 2o _ S an (%) 7 I S -cos ()
A, ple)ytan(a) -\ (@) P
cos) POl

(o8 (2)
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ds=.\lp"+p dp= \l,cf -tan’ [%]Jr,ogdqp: Jtan2 [Q—;J+ 1- pde= Ld(p. Soit ds :qu)

cos” [fj cos [q_o]
2 2

En remplacant dans dP =27 -1 pﬂ-%-cns [g] r-ds

@

2

dP=2m-1-p,- ;f_ -cos(@)-cos[?]-p(@)-sin(qp)- p(gﬂ) dq):2?!-?}-pn-f"-cos(qa)-sin((a)d(a

Bd

Nvient: dP=27-1-p,- f° -sin(@)-c{:ﬁs (@)d@?

€)
P= _[dP: _[:m 27-n-p,-f°-sin (qo)-cus(qo}ldq): 7 p, f° -_[:M 2-sin (qo)-cus(qo)dqo

cos(2g,) [_ cos(2- {))H

2 2

o e, .| cos E
P:ﬂ.f}.;}ﬂ.f‘.-[: Sln(Z@)d@]:H.H.I}n.f‘.{_@}w :"T'H'.pn'fz'|:
0

1-cos(29,)

P:ﬂ'f?'pn'fl >

f)
, 1—cos(2¢,
P:ﬁ.q.pﬁ.f“.#

La question Q23) nous donne: sin (¢, )= g et cos(g, ) = % b

2 .3 9 16 7
Or cos(2 =Cos" —sim” , Soit cos =———=—
(20,) = cos* (¢,)=sin’ (@,). soit cos (2, )= =2 ==
=7
1——
Donc P =7-0.7-1000- 5 %
Finalement, P = 35.2kW
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ANNEXE Q24c

Calculs a mener pour obtenir la forme proposée dans la suite de I'énoncé :

X* -(m::s2 (e,)—sin’ (Q'J))-I- 2-p- X -sin(@)-sin’ (@, )+Y" - cos” (&, )= p’ -sin’ (&)

X_

N 2 ,{Jl.:s‘irl({;.‘sl)-sin3 (czn) X

cos’(@) o psin’(a)

cos” (@, )—sin’ (@)

X_

2 2- p.sin (q.f;l)-.‘;in2 (a;n) Yo

cos’ (&, )—sin® (@) ~ cos’ (a,)—sin’ (@)
P’ .sin® (@)-sin* (&, ) N cos® () y?

cos’ (&, )—sin* (@)

(0053 (e,)—sin’ (1;0))2 cos” (,)-sin* (@)
P’ -sin’ (a,) . o’ .sin” (@)-sin (a,)

Session 2021

" 08’ (&,)—sin’ (¢) (0053 (@,)-sin’ (@))E

[“’"’““(@’W (%)j+

cos” (&, ) —sin® (@)

(co* (@) ~sin’ () -[x .

p*-sin®(a,)

Or:

cos’ (&, )—sin’ (@)+sin® (@)-sin’ (&, ) = cos® (&, ) —sin* (@) (l —sin’ (ao)) = cos’ (&, ) —sin’ (¢)-cos’ (&)

cos” (&) v P’ -sin’ (&) [l+ sin” (@)-sin” (¢, }

cos” (&, )—sin’ (@) " cos> (e,)—sin’ (@) cos’(a,)—sin’ (@)

p.sin (@) sin’ (QO)T .\ cos’ (&, )- (-::q::-s2 (e, )—sin’ ((p}) 2
cos’ (&, )—sin’ (@) p’-sin’ (a,)

= cos” (@,)—sin® (@) +sin’ (@)-sin® (&, )

cos” (&, )—sin® (@)+sin’ (@)-sin® (¢, )= cos® (&, )- (1 —sin’ (4;0)) = cos” (&, ) cos’ (@)

Donc :

(c:a::s2 (cfa':ﬂ)—sin2 (4;0))3 -[X

p’osin (a)
(0053 (e, )—sin’ (@))2

cos” (e,)—sin” (@)

p.sin(@)-sin’ (aﬂ)T N cos® (&) ('3952 (a,)-sin’ (‘?5'))
B i (a)

o -sin’ (c:zﬁ)--::{:ni3 (Qﬂ)-ﬁﬂﬁz (@’)

p.sin(@)-sin® (&) * cos? () (-::\m;2 (e,)—sin’ ((p)) -
[X i cos” (@,)—sin’ (@)) i P’ -sin® (a,)- cos” (e, )-cos” (@) =l
(X+Xx.)" v

Cette derniére équation peut se mettre sous la forme : ———— + pE =1, avec:

_ L.5in (1;0) sin’ (a:n)
cos’ (@, )~sin’ (@)’

.

a:p-sin(aﬂ)-cos(aﬂ)-ms(@), b p-sin(a,)-cos(a,)-cos(@)
cos’ (&, )—sin’ (@) cos (e, )- \/-;:cns2 (a,)-sin’ (@)
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